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2，/r【解析】&中几何体没有互相平行的

面，不是棱柱；C中几何体虽然有两个面

互相平行，但是侧棱不平行，不是棱柱；+

中几何体有一个底面，侧面有一个公共顶

点，不是棱柱，是棱锥，， #$%，

e，/r【解析】底面和侧面的公共边不是侧

棱，，&'；根据棱柱的特征知，棱柱的

两个底面一定是全等的，故棱柱中至少

有两个面的形状完全相同，#$%；正六

棱柱的两个相对侧面互相平行，$&'；

有两个面互相平行，其余各面都是平行

四边形并不能保证其对应几何体是棱

柱，如图所示的几何体就不是棱柱，!&

'，，" #，

0&12 遗漏棱柱的特征导致判断

出错

rr有两个面互相平行，其余各面都

是平行四边形的多面体不一定是棱

柱，如上图，棱柱还需要满足各侧棱

互相平行且相等，判断时不要遗漏任

何一个特征，类似地，有一个面是多

边形，其余各面都是三角形的几何体

不一定是棱锥，如图，此外，棱柱有两

个互相平行的面，并不表明只有两个

面互相平行，如长方体，有三组对面

互相平行，其中任意一组对面都可以

作为底面，



o，/ r【解析】如图所示是一个斜四棱柱，

它的底面%；'(是矩形，! ，&'；侧面

%(($%$ 是矩形，! $&'；由直棱柱定

义可知，#，%；因为相邻两个侧面是矩

形，且棱柱中任意相邻两个四边形的公

共边都互相平行，所以棱柱各侧面都是

矩形，则该棱柱一定是直棱柱，! !，

%，!" #!，

3456 几种四棱柱间的转化关系

底面是
!"""""

平行四边形

侧棱与
!""""

底面垂直

底面是
!"""

矩形

底面是
!"""

正方形

侧棱与
!"""""

底面边长相等

，，+/r【解析】因为棱台是由平行于棱锥

底面的平面截得的，所以棱台侧面都是

梯形，! ，，%；

图" 图#

棱柱被平面分成的两部分可以都是棱

锥，如图 "，三棱柱 %$；$'$ 6%；'被

'%$；'所在平面分为两个棱锥 %$6%；'

和%$6；''$；$，!#，%；

用一个平行于棱锥底面的平面去截棱

锥，底面和截面之间的部分组成的几何

体才是棱台，! $&'；

棱锥被平面分成的两部分可以都是棱



锥，如图#，四棱锥 46%；'(被'4%'所

在平面分成两个三棱锥 46%'(和 46

%；'，， !&'，，" ，#，

；，/r 【 解 析 】 如 图 所 示， 三 棱 台

%J；J'J6%；'沿'%J；'截去三棱锥 %J6

%；'，剩余部分是四棱锥 %J6；''J；J，，

#$%，

)，'r【解析】如图，以正方体顶点 %为顶

点、正方体的棱为侧棱的三棱锥 %6%$；(

为正三棱锥，符合题意，此类三棱锥共有

:个，此外，以正方体顶点为顶点、面对角

线为侧棱的三棱锥 %$ 6；'$(，%6；$'($

（图略）为正三棱锥，此类三棱锥共有 ，

个，其余情况均不符合题意，所以符合条件

的正三棱锥的个数为 :3，'$】，，$$%，

*，+

789:r根据题干中“"，#分

别是 0%，0；上的动点，则''"#的

周长的最小值”信息，可知其属于通

法攻略 ，$几何体的展开图与最短路

径问题，所以可以将正三棱锥沿0'展

开，转化为平面问题，通过两点之间线

段最短，再结合余弦定理即可求解，

【解析】如图，把正三棱锥 06%；'沿 0'

展开，可得三个全等的等腰三角形，分别

是'0；'J，'0%'，'0%；，

则 $'0%'$；0'J'$%0；'（】)，

$'0'J'$，】)，

连接''J，交0；于点#，交0%于点"，则

线段''J的长就是''"#的最小周长，

又0''0'J'0%'，槡， ，

所以 根 据 余 弦 定 理 可 得， ''J'

:3:6，F，槡，F，槡，F6
$
，( )槡 '，槡@，，



， ，，

,， r【解析】"按照下列方式展开，01'

$，3（，3$）槡
， '槡$】 ；

# 按 照 下 列 方 式 展 开， 01 '

$，3（，3$）槡
， '槡$】 ；

；按照下列方式展开，01' ，，3，槡
， '

，槡，，

综上所述，最短路径为 ，槡，，!， !，

-，前r程r【解析】通过还原几何体，可知

两个正方形是几何体的底面，则与“祝”

字相对的字是“前”；四个梯形是几何体

的侧面，“不相邻”就是“相对”的，即与

“你”字相对的字为“程”，

”"&#3/)30)3214

2， r【解析】图"是一个等腰梯形，'(为

较长的底边，以'(边所在直线为旋转轴

旋转一周所得几何体为一个组合体，如

图#，包括一个圆柱、两个圆锥，! !

$%，

图"
r

图#



e，' r【解析】因为圆锥过顶点的截面所

得三角形的两边是圆锥的母线，且圆锥

的母线长度相等，所以圆锥过顶点的截

面是等腰三角形，， ，$%；

根据球的定义可知#$%；

圆柱的母线与它的轴平行，， $&'；

如图，在圆台 $$$ 的上底面的圆周上取

点%，在下底面的圆周上取点 (，连接

%(，则%(不是圆台的母线，所以在圆台

的上、下底面的圆周上各取一点，这两点

的连线不一定是圆台的母线，， !&'，

，" $!，

AB+, 简单旋转体的结构特征要

抓住两个关键点：（$）明确由哪个平

面图形旋转而成；（，）明确旋转轴是

哪条直线，

o，'r 【解析】 设圆台的上底面半径为

*A0，下底面半径为 5A0，母线长为

;A0， 高 为 C A0， 由 题 意 可 得

，，*'
$
，
F，，F，，

，，5'
$
，
F，，F（，

;'，，













解得

*'$，

5'，，

;'，，
， 所以该圆

台的高 C' ;，6（56*）槡
， '槡, （A0），， $

$%，

，，'

）89:r由题干中“曲线 ；+

的长度等于在圆柱 $$$， 的侧面上点

；到点+的最短距离”可知本题主要

考查的是通法攻略 ，$ 几何体的展开

图与最短路径问题，通过将圆柱的侧

面展开，从而将其转化为平面问题来

解决，

【解析】如图所示，将圆柱$$$， 的侧面展

开，连接%+，则；''，，'+'(+',，

从 而 %+ ' ；+ ' ；'，3'+槡
， '



，，3,槡
， '槡$,，

在'%+；中，由余弦定理可得ABC$%+；'

%+，3；+，6%；，

，%+·；+
'$,
3$,6,@
，F$,

'6.
$,
）】，

所以$%+；为钝角，故点 %到点 0的距

离的最小值为%+'槡$,，，" $，

；，/r【解析】设底面积较小的圆锥 %的底

面半径为*$，母线长为 ;$，底面积较大的

圆锥；的底面半径为 *，，母线长为 ;，，依

题意可得 ，*，$ '
，
（
，，*，， '（，，解得 *$ '

$
，
，*， '，，所以

，，*$
;$
3
，，*，
;，
'，

;$
3（，

;，
'

，，，
$
;$
3 （

;，
'，，所以 ;$ 3;， '

$
，
（;$3

;，） ( $;$ 3 （;， ) ' $， ( . 3;，
;$
3
（;$
;， ) *

$
， ( .3， ;，

;$
·
（;$
;，槡 ) ' -， ，当且仅当

;，
;$
'
（;$
;，
，即;$ '

,
，
，;， ', 时等号成立，，

#$%，

)，/' 

789:r本题是与几何体的

截面相关的问题，可通过学习大招攻

略 ，.，了解不同几何体的截面情况，

帮助理解，

【解析】用一个平面去截圆锥得到的截面

可能为三角形、圆等，不可能出现矩形；

用一个平行于底面的平面去截正四棱锥

得到的截面为正方形（也是矩形）；

用一个平面去截圆柱、正方体，截面的形

状都有可能是矩形，，" #$!，

r



*， r【解析】令球心到较近的截面距离为

C，则到另一个截面距离为 C3$，且球的

半径为5，易知较近的截面圆面积为 :，，

另一个截面圆面积为 .，，所以较近的截

面圆半径 *$ '，槡， ，另一个截面圆半径

*， '槡. ，由截面圆半径、球的半径和球心

与截面距离关系知 5， 6*，， 6（5
， 6*，$ ）'

（C3$） ，6C，，所以*，$6*
，
， '，C3$',，则 C'

$，故5， 'C，3*，$ '-，则 5',，则球的直径

为 @，， !$%，

,，/

IJKLr先根据余弦定理计

算圆锥的轴截面三角形顶角的余弦

值，判断出其为钝角，再根据三角形

的面积公式可知，当截面三角形顶角

为直角时截面面积最大，

【解析】如图，K%，K；，K'为母线，$为底

面圆心，其中'K%；为轴截面三角形，

则 $； ' ， 槡， ， K$ ' ，， 则 K； '

K$，3$；槡
， ' （3槡 : '，槡, ，

则在 'K%；中利用余弦 定 理 可 得，

ABC$；K%'
K%，3K；，6%；，

，K%·K；
'$，

3$，6,，
，F，槡,F，槡,

'

6$
,
）】，则$；K%为钝角，

设过圆锥任意两条母线所作的截面三角形

K%'的顶角$%K''$，则 】）$,$；K%，

则截面三角形的面积为
$
，
·K%·K'·

C45 $'@C45 $，

则当C45 $'$，即$'
，
， 时

，截面三角形的

面积最大，最大值为 @，，" #，

!"'#56789

2，+r【解析】此几何体上面是一个圆锥，下

面是一个圆台，所以可由&中的平面图形



旋转形成，C ，op，

yrig 已知组合体寻找形成它的

平面图形问题，首先分析该组合体是

由哪些简单几何体组合而成的，然后

据此找到对应的平面图形及旋转轴；

对于不规则的平面图形绕轴旋转问

题，首先确定旋转轴并对原平面图形

作适当分割，一般分割成矩形、三角

形、梯形、圆等基本图形，再结合旋转

体的形成过程进行分析，

e， r【解析】由题图可看出该几何体是由

两个同底的四棱锥组成的，其棱为 "%，

"；，"'，"(，%；，；'，'(，(%，#%，#；，#'

和#(，共 $， 条；顶点是 "，%，；，'，(和

#，共 @ 个；有面 "%；、面 "；'、面 "'(、

面 "(%、面 #%；、面 #；'、面 #'(和面

#(%，共 : 个，且每个面都是三角形，C

，，#，$Mrop，!MrEop，

NOgP 多面体欧拉定理：三维空

间中的简单多面体的顶点数 K3面数

,6棱数+'，，

o， r【解析】如图"，在三棱锥 %6；'(

中，+，,，"分别是 ；'，；(，+,的中点，

则三棱锥 %6；'(可分割成三棱锥 %6

；+"，%6；,"和四棱锥 %6'(,+，，Q

RS；

图"
r

图#

图；

如图#，在四棱锥06%；'(中，+，,分别

是；'，%(的中点，则四棱锥 06%；'(可



分割成三棱锥 06%；,，06；+,和四棱锥

06'(,+，#，RS；

如图；，在三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，+为

；$'$ 的中点，则三棱柱 %；'6%$；$'$ 可

分割为三棱锥 ；$ 6%$；+，'$ 6%$；+和四

棱锥；6%''$%$，$，RS；

一个四棱柱割去一个四棱锥后的几何体

不可能由两个三棱锥拼成，!ERS，

，，+ r【解析】当平面经过圆柱上、下底面

的圆心时，圆锥的截面为三角形除去一

条边，! ，$%；当平面不经过圆柱上、

下底面的圆心时，圆锥的截面为一条曲

线，! !$%，!" ，!，

；，'r【解析】过点；，'作垂直于正四棱锥

底面的截面，过点 (作 (C(+,，交 +,

于点C，交；'于点L，设%J为%在截面上

的投影，过点%J作）I，+,，交(+于点），

交(,于点I，如图所示，

由题意可得 (+', 槡$】 ，因为正四棱锥

的底面边长为 @，所以 +,'@槡， ，(C'

(+，6+C槡
， '@槡， ，）I的长度为正四棱柱

底面正方形对角线的长度，即 ）I'（，

L%J'，，因为
）%J
+C
'(%J
(C

，所以 (%J'（，(L'

，，因为
；L
）%J
'(L
(%J

，所以 ；L'$，；''，，!

$$%，

)， r【解析】如图所示，将该半正多面体表

面展开，且%，,在线段(+，；'两侧（两线

段在两点之间），过点%作%/垂直,+的延

长线于点/，连接%,，



由半正多面体的棱长为 ，，得,/':，%/'

槡， , ，又 %/(,/，故 %,' ,/，3%/槡
， '

槡， $- ，所以 ,"3"#3%#*%,' 槡， $- ，

当且仅当在展开图中 %，#，"，,共线时

等号成立，， !$%，

CD+, 空间图形求表面上折线段

之和最小值时，关键是弄清几何体中

的有关点、线在展开图中的相应位置

关系，解决的方法就是把几何体各侧

面展开铺在平面上，根据“两点之间

线段最短”来解决，

*， r【解析】设优弧 ；'所在圆的圆心为

$，半径为 5，连接 $%，$；， $'，如图

所示，

易知“水滴”的“竖直高度”为 $%35，“水

平宽度”为 ，5，由题意知
$%35
，5
'（
,
，解得

$%'
.
,
5，因为%；与圆弧相切于点 ；，所

以$；(%；，在 >?'%；$中，C45$；%$'

$；
$%
' 5
.
,
5
',
.
，又$；%$0 】， ，

，( ) ，所

以ABC$；%$' $6C45，$槡 ；%$'
（
.
，由对

称性知， $；%$'$'%$， 则 $；%''

，$；%$，所 以 C45$；%''，C45$；%$·

ABC$；%$'，F
,
.
F（
.
'，（
，.

，， !$%，

,，24567

2，/r【解析】圆及其内部绕直径所在直线

旋转半周后所得几何体为球，而正方形

及其内部绕一边的垂直平分线旋转半周

后所得几何体为圆柱，故题设中的平面

图形绕旋转轴旋转半周形成的几何体为

一个球挖去一个圆柱，， #$%，

e，'r【解析】只有在平面平行于圆锥底面

时，才能将圆锥截为一个圆锥和一个圆



台，当平面不平行于圆锥底面时，得到的

几何体并非圆锥和圆台，， ，&'；

棱柱的侧棱都相等且平行，且侧面是平

行四边形，但其底面多边形各边不一定

相等，则侧面并不一定全等，， #&'；

圆锥的顶点、底面圆的圆心与圆锥底面

圆周上任意一点的连线都可以构成直角

三角形，， $$%；

直角梯形绕下底所在直线旋转一周，所

形成的几何体是由一个圆柱与一个圆锥

组成的简单组合体，如图所示，， !

&'，

o，'r【解析】在正方体%；'(6+,C）中，当

顶点为%时，三棱锥 %6+）C，%6+,C，%6

('C，%6(）C，%6；'C，%6；,C均为“鳖

臑”，所以 : 个顶点共可以形成 :F@'（:

（个），但每个“鳖臑”都重复一次，所以

“鳖臑”的个数为
（:
，
'，（，， $$%，

，，+r【解析】因为正方体容器中盛有容积的

一半的有色溶液，所以无论怎样转动，其液

面总是过正方体的中心，

对于；，当过正方体一面上相对的两边的

中点以及正方体的中心作截面时，得截

面形状为正方形，即静止时液面如图"，

， #$%；

对于C，当过正方体一面上一边的中点和

此边外的顶点以及正方体的中心作截面

时，得截面形状为菱形，即静止时液面如图

#，，$$%；

对于+，当过正方体一面上相邻两边的

中点以及正方体的中心作截面时，得截

面形状为正六边形，即静止时液面如图

；，， !$%，，" ，，



图" 图#

图；

；，+r【解析】如图所示，设该正四棱台为

%$；$'$($6%；'(，上、下底面中心分别为

$$，$，分别取 ；'，；$'$ 的中点 +，,，连

接$$$，$$,，$+，+,，在四边形 $$$,+

内，作 ,）($+交 $+于 ），则四边形

$$$,）是矩形，且 ,）'$$$ '-，$+'

$
，
%；'$E，，.，$$,'$）'

$
，
%$；$ '$@，所

以+）'$+6$）'$，，.'
.
（
，在 >?',）+

中， +,' ,），3+）槡
， ' -，3

.
（( )槡

，

'

槡$ ,，$
（ 1

,@，,.
（ 1-，$，即该墩台的斜高

约为 -，$ 0，， ，$%，

)，'r 【解析】如图，连接 %'，%($，；$($，

；$'，将'%'($ 和'；$'($ 展开到同一

平面，连接 %；$ 交 '($ 于点 "，则 %+3

；$+*%；$，因为 %；'（，所以 %''；$''

%($ ''($ '；$($ '（槡， ，所以四边形

%'；$($ 为菱形， $%'($ '$($'；$ '

@】)，则 %；$ '（槡， F
槡,
，
F， '（槡@ ，， $

$%，



*，/r【解析】圆台上、下底面

半径分别为 *$ '$，*， '，，设

母线长为 ;，高为 C，球 $的

直径为 C，因为 ；'与半圆

$相切于点 0，则 ；0'*$ '

$，'0'*， '，，所以 ;'；03

'0',， ， $%；过 ；作

；"('(于"，则 ；"'C，'"'*，6*$ '$，

所以 C' ;，6'"槡
， ' ,，6$槡

， '，槡， ，即球

$的半径为槡， ，.$%；延长 (%，'；交

于），因为%；，'(，所以
）%
）(
'%；
'(
'$
，
，则

）('，）%'，%('，C'（槡， ，/&'；过 0

作01(；"于 1，延长 01与 %(交于

$$，则0的轨迹是以 $$ 为圆心，$$0为

半径的圆，作 0#('(于 #，得'；10+

'0#'， 则
；0
0'
'10
#'

， 即
$
，
'
$$06$
，6(#

'

$$06$
，6$$0

，得$$0'
（
,
，所以点 0轨迹的长

度是 ，，F
（
,
':，
,
，T&'，! #$%，

,，6
$
（
r【解析】由已知得；('槡，%；'槡@ ，

；''，，因为(，+，,三点重合，所以 %+'

%('槡, ，；,'；('槡@ ，则在'%'+中，由

余弦定理可得 '+， '%'， 3%+， 6，%'·

%+·ABC$'%+'$3,6，槡, F
槡,
，
'$，所以

'+'','$，则在'；',中，由余弦定理

得 ABC$,'； ' ；'，3',，6；,，

，；'·',
'

（3$6@
，F，F$

'6$
（
，

,，e·QRST&UVS

2，+r【解析】由斜二测画法知，平行于-轴

或与-轴重合的线段长度不变，平行关

系不变，平行于.轴或与.轴重合的线段

长度减半，平行关系不变，! ，$%，

e，'r【解析】利用斜二测画法画直观图

时，平行于-轴或与-轴重合的线段长度



不变，则 '(，01长度不变，平行于 .轴

或与.轴重合的线段长度减半，则 $%长

度减掉一半，线段 0；，0'，1+，1(对应

线段长度也会减小，所以 0，'，(，1的对

应点0J，'J，(J，1J画对了，%，；，+的对应

点%J，；J，+J画错了，， $$%，

3456 斜二测画法中，“斜”是指

把直角坐标系 $-.变成斜坐标系

$J-J.J，使$-J$J.J'（.)（或 $,.)）；

“二测”是指画直观图时，平行（或重

合）于-轴的线段长度不变，平行（或

重合）于.轴的线段长度减半，

o，/r【解析】对于；，由于直角在直观图中

有的成为 （.)，有的成为 $,.)，但直观图

的平行关系依然保留，， #$%；对于

C，梯形的直观图中平行关系一定保留，

一定是梯形，， $&'；对于 &，+，如图

"所示的等边三角形%；'中，$为%；的

中点，设%；'（，则'$'，槡, ，在其对应的

如图#所示的直观图中，+,'（，$JC'

槡, ，故 ,C' E6，F，F槡,F
槡，
，槡 '槡@ 6$，

+C' E3，F，F槡,F
槡，
，槡 '槡@ 3$， 则

'+,C不为等腰三角形，， ，，!&'，

图"
r

图#

，，'r【解析】由比例可知，所画长方体的

长、宽、高和四棱锥的高分别为 （ A0，

$ A0，， A0和 $，@ A0，又因为斜二测画法

画直观图时，已知图形中平行（或重合）

于-轴的线段，在直观图中平行（或重

合）于-J轴，长度保持不变；已知图形中

平行（或重合）于 .轴的线段，在直观图

中平行（或重合）于 .J轴，长度变为原来

的一半；已知图形中平行（或重合）于 】

轴的线段，在直观图中平行（或重合）于

】J轴，长度保持不变，所以该建筑物按



$ G.】】的比例画出它的直观图的相应尺

寸分别为 （ A0，】，. A0，， A0和 $，@ A0，

， $$%，

；，【解】（$）结合直观图的画法，即可得到

四棱柱 %；'(6%$；$'$($ 的直观图如图

"（答案不唯一），

（，）由题意并结合长方体的几何特征，可

得补成的长方体如图#，即补上的几何

体是三棱柱；$'$+$6；'+（答案不唯一），

图" 图#

）*56 （$）利用斜二测画法画空

间几何体直观图的规则口诀：平行依旧

垂改斜，横等纵半竖不变，眼见为实遮

为虚，空间观感好体现，

（，）画空间几何体的直观图时，为增

强立体感，被挡住的部分通常用虚线

表示，

)，+

789:r本题已知直观图，需

先还原平面图形再计算，也可利用大

招攻略 ，，中的距离关系速解，

【解析】过点；J作；J；M，.J轴交 -J轴于点

；M，如图所示，

在'；J；M$J中，$J；J'，，$；J；M$J'（.)，

$；J$J；M'$，】)，由正弦定理可得，

；J；M
C45 $，】)

' ；J$J
C45 （.)

， 所 以 ；J；M '

；J$J·C45 $，】)
C45 （.)

'
，F槡
,
，

槡，
，

'槡@ ，由斜二测画

法可知，在原平面图形中，点 ；到 -轴的



距离是 ，；J；M'槡， @，C ，op，

yr 由$J；J'，，$；J$J%J'@】)，得

；J到 -J的距离 CJ'$J；J·C45 @】)'

槡, ，则；到-轴的距离 C'槡
,

槡，
（

'槡， @，

*，'r【解析】用斜二测画法画出的水平放

置的直角梯形 %；'(的直观图 %J；J'J(J

如图所示，可知四边形 %J；J'J(J是梯形，

%J；J'（，%J(J'槡， ，(J'J'，，且 (J'J，

%J；J，过点 (J作 (J+(%J；J于点 +，由

$(J%J；J'（.)， 得 (J+'$， 所 以

4四边形%J；J'J(J'
（，3（）F$
，

',，C $op，

yr
由已知可得 4梯形%；'('

$
，
（，3

（）F，槡， '@槡， ，则由 4直观图'
槡，
（
4原图得

4四边形%J；J'J(J'
槡，
（
4梯形%；'('

槡，
（
F@槡， ',，

C$op，

，456 在斜二测画法中， （ $）直

观图中任意一点到 -J轴的距离都为

原图形中对应点到-轴距离的槡
，
（ 倍

；

（，）4直观图'
槡，
（
4原图，

2，'r【解析】%J(J，.J轴，根据斜二测画法

规则，在原图形中应有%((；'，又%(为

；'边上的中线，所以'%；'为等腰三角

形，%(为 ；'边上的高，则有 %；，%'相

等且%(最短，C $op，

e，+r【解析】依题意可知四边形 $%；'为

平行四边形，则直观图 $J%J；J'J也为平

行四边形，其直观图如图所示，



又$%'，，$；'槡（ ， ，则$J%J'，，$J；J'
$
，

$；' 槡， ， ，$%J$J；J'（.)，所以 4'%J$J；J'

$
，
$J%J·$J；J·C45 （.)'

$
，
F，F槡， ， F

槡，
，
'，，所以 4四边形$J%J；J'J'，4'%J$J；J'（，，

，$%，

;<=> 根据题意，四边形 $%；'

的面积为 ，F槡（ ， ' 槡: ， ，所以直观图

$J%J；J'J的面积为 槡: ，F
槡，
（
'（，， ，

$%，

o，/r【解析】画出原平面图形$%；'，如图，

其中$%'$J%J，；''；J'J，故 ；''
$
，
$%，

$；'，$J；J'，槡，$J%J'，槡，$%，设；''-，

则$%'，-，$；'（槡，-，平面图形$%；'的

面积为
$
，
（；'3$%） ·$；'@槡， -

，，故

@槡，-
， ',槡， ，解得 -'槡

，
，
，故 $J%J'，-'

槡，，， #$%，

;<=> 原平面图形 $%；'的面积

为 ,槡， ，所以 4四边形$J%J；J'J'
槡，
（
F,槡， '

,
，
，由题可知，；J'J'

$
，
$J%J，%J；J'

$J%J， 所 以 梯 形 $J%J；J'J的 面 积

4梯形$J%J；J'J'
$
，
（$J%J3；J'J） ·%J；J'

,
（
$J%J， '

,
，
，解得$J%J'槡，，， #$

%，



，，'r【解析】将水平放置的'%；'的直观

图还原，可知 %$'，%J$J'，，$；'$''

；J$J''J$J'$，%$(；'，由勾股定理有

%；'%'' $，3，槡
， '槡. ，注意到 %；'%''

槡.D，'；'，所以'%；'是等腰三角形，

不是等边三角形，由大边对大角可知，

'%；' 中 最 大 角 的 余 弦 值 为

，，3（槡. ）
，
6（槡. ）

，

，F，F槡.
'槡.
.
D】，即'%；'中的

最大角是锐角，'%；'是锐角三角形，不

是直角三角形，， $$%，

；，'r【解析】如图"，在直观图'%J；J'J

中，%J；J'，，%J'J'；J'J'槡. ，取 %J；J中点

(J，连 接 'J(J， 则 'J(J( %J；J， 又

$；J$J'J'（.)， 所以 $J(J''J(J'

（槡. ）
，
6$槡

， '，，则 $J%J'$， $J'J'

，，3，槡
， '，槡， ，；J$J',，

图" 图#

由斜二测画法还原出'%；'，如图#，则

$''$J'J'，槡，，$%'，$J%J'，，所以 %''

，，3（，槡，）槡
，
'，槡,，， $$%，

)，【解】（$）将漏斗部分表面展开，如图"

所示，连接%J0，

图"



由两点间线段最短可得线段 %J0为蚂

蚁爬行的最短路径，过点 0作 01(

%J%交 %J%的延长线于点 1，则 %1'

%0·ABC,】)'槡, ，01'%0·C45 ,】)'

$，在>?'%J01中，%J0' %J1，301槡
， '

（，3槡, ）
，
3$槡

， ' :3槡槡 （ , '

（槡@3槡， ）槡
，
'槡@3槡， ，所以蚂蚁爬过的

最短路径的长为（槡@3槡， ）米，

（，）正方形%；；J%J的斜二测画法有以下

两种：

图#rr 图；

如图#，$%J%；'（.)，连接 %J；，在'%J%；

中， 由 余 弦 定 理 可 得 %J； '

%%J，3%；，6，%%J·%；·ABC$槡 %J%； '

$，3，，6槡槡 ， ， ' .6槡槡 ， ， ；

如图；，$%J%；'$,.)，连接%J；，在'%J%；

中， 由 余 弦 定 理 可 得 %J； '

%%J，3%；，6，%%J·%；·ABC$槡 %J%； '

$，3，，3槡槡 ， ， ' .3槡槡 ， ，，

综 上 所 述， %J； ' .6槡槡 ， ， 米 或

.3槡槡 ， ，米，

,，o，WXYZR&2#[

，，\R[
,，o，2!cdLceLcf$

.A?Zg?

2，/r【解析】设正方体的棱长为 -（-D】），

则 正 四 面 体 ；6%$'$( 的 棱 长 为

-，3-槡
， '槡，-，所以正四面体 ；6%$'$(

的表面积 4；6%$'$(
'（F

$
，
F槡， -F槡， -F

C45 @】)'，槡, -， '8，，所以 -， '
8，

，槡,
'

槡, 8
，

@
， 所 以 正 方 体 的 表 面 积



4正方体%；'(6%$；$'$($
'@-， '槡, 8

，，C #op，

e，/r【解析】如图，在正三棱锥 46%；'中，

4$是高，则$为正三角形 %；'的中心，

连接%$并延长交；'于点+，连接 4+，则+

为；'的中点，且 4+(；'，依题意，4$'$，

正三角形 %；'的边长为 ，，所以 %+'

，C45 @】)'槡, ， $+'
$
,

%+'槡
,
,
， 4+'

4$，3$+槡
， '，槡,

,
，4'4；''

$
，

；'· 4+'

$
，
F，F

，槡,
,
'，槡,
,

，所以该三棱锥的侧面

积为 ,4'4；''，槡,，C #op，

o，@】】槡，r【解析】由题意知该“升子”的各

侧面是两底边长分别为 ，】 A0，$】 A0，腰长

为 $. A0的等腰梯形，如图，设两底面的中

心分别为 $，$$，取 %；，%$；$ 的中点 ,，

+，连接$$$，$$+，+,，,$，所以侧面的高

+, ' %%，$6
%；6%$；$
，( )槡

，

'

$.，6
，】6$】
，( )槡

，

'$】槡， （A0），

若将各侧面展开，则可拼接成一个一条

边长为 @】 A0，另一条边长为 $. A0的平

行四边形，且较长边上的高为 $】槡， A0，

所以所求面积为 $】槡， F@】 '@】】槡，

（A0，），

，，/r【解析】设正四棱台的上、下底面中

心分别为$$，$，，连接 $$$，，则 $$$， 即

为正四棱台的高，如图所示，



取过正四棱台的轴 $$$， 和侧棱 %；，'(

的截面%；'(，易知%('（，；'':，

所以可得截面是上底为 （，下底为 :，腰

长为 槡， .的等腰梯形，

则 $$$， ' %；，6
；'6%(
，( )槡

，

'

，】6，槡
， '（，

所以正四棱台的体积 K'
$
,
［（ 槡， ， ）

， 3

（ 槡（ ， ）
，3 :F槡 ,， ］F（'

，，（
,

，!" #，

；， 

789:r本题不易直接求解

三棱锥 06%(+的体积，可利用通法

攻略 ，, 中的转化法，先利用等体积

法，再利用比例转化法，进而求解，

【解析】如图，连接 %'与 ；(交于点 $，

连接0$，则 0$为棱锥的高，又 %；'，，

0%'，槡， ，所以 %$'
$
，
%''

$
，
，，3，槡

， '

槡， ，0$' （，槡， ）
，
6（槡， ）槡

，
'槡@，因为 +

是棱 0'的中点，所以 K06%(+'K+60%('

$
，
K'60%('

$
，
K06%(''

$
，
F$
,
F4'%('F0$'

$
，
F$
,
F$
，
F，F，F槡@ '

槡@
,
，! !，%，

)，/r【解析】如图，连接 (+，(,，+,，当水

面是(+,时，容器可盛水最多，

因为 4(G(%'4+G+；'， G$，所以

4'4(+'
（
-
4'4%；，又因为 ',G,4'， G$，

所以K,64(+'
（
，E

·K'64%；，则容器最多可盛

水的体积为三棱锥容器体积的
，,
，E

，! #

，%，



*，+

，J:Vr由题意确定几何体

%+,6%$；$'$ 为三棱台，再结合棱台

的体积公式求出三棱台 %+,6%$；$'$

的体积和棱柱 %；'6%$；$'$ 的体积，

作差得结果，

【解析】因为在三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，

%+!"" '，
,

%；!"" ，%,!"" '，
,

%'!"" ，所以 +,，；'，

+,'
，
,

；'，所以 4'%+,'
（
-

4'%；'，则

+,
；$'$

'%,
%$'$

'%+
%$；$

'，
,
，故几何体 %+,6

%$；$'$ 为三棱台，设三棱台 %+,6%$；$'$

的体积为 K$，多面体 ；',+；$'$ 的体积

为K，，三棱柱的高为 C，则K$ '
$
,
（4'%+,3

4'%+,·4'%$；$'槡 $
34'%$；$'$

）·C'
$
, ( （- ·

4'%；'3
，
,
4'%；'34'%；' ) ·C'

$-
，E

4'%；'·

C'
$-
，E

K%；'6%$；$'$
，故 K， 'K%；'6%$；$'$

6K$ '

:
，E

K%；'6%$；$'$
' :
，E
F,槡, F, '

:槡,
,

，! ，

$%，

,，/

，J:Vr将三棱台补成三棱锥

$6(+,，将面积比转换为边长比，再由

三棱锥和三棱台的体积比与边长比的

关系，即可求出三棱锥$6%；'的体积

以及三棱台0156(+,的体积，

【解析】如图，将三棱台补成三棱锥 $6

(+,，因为 4'%；'G4'015G4'(+,'$ G（ G

$@，所以%；G01G(+'$ G， G（，设%；'

-，01'，-，(+'（-，三棱锥 $6%；'的体

积为 8，三棱台0156(+,的体积为 =，则

8
83$
' -
，-( )

,

，

8
83=3$

' -
（-( )

,

，










所以 8'

$
E
，=':，! #

$%，



，<=> 将三棱台补形成三棱锥

$6(+,，根据题意得 %；G01G(+'

$ G， G（， 则 K$6%；' GK%；'6015 G

K0156(+,'$ GE G.@，又 K%；'6015'$，所

以K0156(+,':，! #$%，

-，
:槡，
,
r【解析】要使堑堵 %；'6%$；$'$ 的

体积最大，则只需要'%；'的面积最大

即可，

在>?'%'；中，%'，3；'， '%；， ':，则 :'

%'，3；'，*，%'·；'，即 %'·；', （，

'%；'的面积 4'
$
，
%'·；',

$
，
F（'，，

当且仅当 %''；'时取等号，即堑堵

%；'6%$；$'$ 的体积最大时，%''；''，，

此时阳马 ；6%$%''$ 的体积 K'
$
,
%'·

%%$·；''
$
,
F，F，槡，F，'

:槡，
,

，

·"#ËÌÍÎJÏÐ/�xW

ÑÒÓ ；'Ô�R[U %$%''$

2.，'r【解析】因为正四棱锥的底面边长

为 （，所以底面的对角线长为 （槡，，设正

四棱柱和正四棱锥的高为 C，因为正四棱

锥的侧棱长为 ，槡, ，所以 C， 3（，槡， ）
，
'

（，槡, ）
，
，解得 C'，，故该几何体的体积为

（F（F，3
$
,
F（F（F，'

$，:
,

，! $$%，

22， r【解析】如图所示，该几何体可视为

直三棱柱 ；'+6%(C与两个三棱锥 ,6

"%；，,6#'(拼接而成，

记直三棱柱 ；'+6%(C的高为 C，底面

；'+的面积为 4，所求几何体的体积

为K，



则 4'
$
，
；+·'+·C45 @】)'

$
，
F，F，F

槡,
，
'槡, ，由于是两个相同的直三棱柱，所

以 4'"%；'4'#'('4，C''('；''，，

则K'K三棱柱；'+6%(C3K三棱锥,6"%；3K三棱锥,6#'('

4C3
$
,
4·
$
，
C3
$
,
4·
$
，
C'
（
,
4C'槡
: ,
,

，

·" !，

2e，+r【解析】正六棱柱的六个侧面面积

之和为 ，F@F@'E，（O0，），正六棱柱的底

面面积为
槡,
（
F，，F@'@槡, （O0

，），如图所

示，正六棱台 %；'(+,6%$；$'$($+$,$ 中，

%$；$ '， O0，%；'（ O0，过点 %$，；$，'$，

($，+$， ,$ 分别作 %$%，， ；$；，， '$'，，

($(，，+$+，，,$,， 垂直于底面 %；'(+,

于点 %，，；，，'，，(，，+，，,，，连接 %，；，，

；，'，，'，(，，(，+，，+，,，，,，%，，连接 %(，

；+，',相交于点$，则%，，；，，'，，(，，+，，

,， 分别为 $%，$；，$'，$(，$+，$,的中

点，过点 %， 作 %，C(%；于点 C，连接

%$C，则 %$C为正六棱台的斜高，其中

%$%，'$ O0，%C'
%；6%，；，
，

'$（O0），%%， '

$
，
%$'，（O0），由勾股定理得 %，C'

%，%
，6%C槡

， '槡, （ O0）， 故 %$C '

%，C
，3%$%

，
槡 ， '，（O0），所以正六棱台的

斜高为 ， O0，故正六棱台的侧面积为

$
，
F（（3，）F，F@',@（O0，），又正六棱台

的下底面面积为
槡,
（
F（，F@'，（槡, （O0

，），

所以该花灯的表面积为 E，3@槡, 3,@3

，（槡, '（$】:3,】槡, ）O0
，，· ，）%，



0&12 求组合体的表面积时考虑

不全致错

rr解决此类求组合体表面积的问

题时，切忌直接套用柱、锥、台体的表

面积公式，应先分析该组合体由哪些

简单几何体组成，几何体各个面间有

无重叠，再结合相应几何体选择公式

计算求解，

2o，【解】（$）如图，补全正四面体，正四面

体"6%；'的棱长为正四面体"60#$的

棱长的
$
,
，因为棱长为 8 的正四面体的

体 积 K'
$
,
F $
，

8， FC45 @】)F

8，6槡,
,
8( )槡

，

'槡，
$，

8,， 所 以
K"6%；'

K"60#$

'

$
,( )

,

' $
，E

，所以截去部分的体积为

（
，E

K"60#$，剩下部分的体积为
，,
，E

K"60#$，

所以石凳的体积与原正四面体的体积之

比为
，,
，E

K"60#$GK"60#$'
，,
，E

，

（，）因为正四面体 "60#$的棱长为

@】 A0，所以 4'"#$'
$
，
F@】， FC45 @】)'

-】】槡, （A0
， ）， 4'"；''4'%；''

$
，
F，】， F

C45 @】)'$】】槡, （A0
，），所以 4六边形；'C）,('

4'"#$6,4'"；''@】】槡,（A0
，），所以石凳的表

面积 4'（（4六边形；'C）,(34'%；'）'， :】】槡,1



（ :（（ （A0， ）， 即石凳的表面积约为

】，（:（ （ 0，，所以粉刷一个石凳约需要

】，（:（ （F.】'，（，，，（元），

,，o，e）hdLheLhfL

i$.A?Zg?

2， r【解析】因为圆柱的底面半径*'，，所

以母线长;'，F，*':，

所以圆柱的表面积为 ，，*， 3，，*;':，3

,，，'（】，，，" !，

e， r【解析】已知圆锥的母线长;'，，设圆

锥的底面半径为 *，高为 C，由已知得

$
，
F，*FC'槡, ，

C，3*， '，，，
， 解 得

*'$，

C'槡,
， 或

*'槡, ，

C'$，， 由于圆锥的侧面积 4'
$
，
F，，*F

;'，，*，所以 4'，，或 4'，槡,，，， !

$%，

AB+, 求解圆锥的侧面积或表面

积时，牢记“圆锥的侧面展开图是扇

形，且该扇形的弧长为圆锥的底面周

长”“圆锥的轴截面是等腰三角形”这

些性质是关键，

o，/r【解析】设这个圆柱和圆锥的底面半

径为*，

因为圆柱的轴截面是一个正方形，所以

其高 C'，*，

则圆柱的侧面积 4$ '，，*F，*'（，*
，，

圆锥的侧面积 4， '，* （，*） ，3*槡
， '

槡.，*
，，

则
4$
4，
'（，*

，

槡.，*
，
'（槡.
.

，，" #，

，，@.，r【解析】由题意得，圆台形容器的

侧面积 4$ '，（$】3.）F$.'，，. ，（A0
，），

下底面面积 4， '$】】 ，A0
，，则涂一个这

样的圆台形容器至少需要 】，，F（，，.，3



$】】，）'@.，（N）防锈漆，

；，+r【解析】设圆锥的底面半径为 *，母线

长;，因为侧面展开图是一个半圆，则

，;'，，*，即;'，*，

则，*，3，*;'$，，，可得*'，，;'（，利用勾

股定理求得圆锥的高 C'，槡, ，

所以圆锥的体积为
$
, ，F，， F，槡, '

:槡,，
,

，，" ，，

)，/r【解析】由已知可得四片瓦的体积

K'，F$，，F，】6，F$】，F，】'::】，（A0,），

所以 .】】名学生每人制作四片瓦共需黏土

的体积为 .】】F::】，'（（】 】】】，1$ ,:$ @】】

（A0,）'$，,:$ @（0,），， #）%，

*，'r【解析】设圆台的上、下底面半径分

别为*，5，依题意得 ，，*'
，，
,
F,，解得 *'

$，，，5'
，，
,
F@，解得5'，，圆台的母线长

;' @ 6, ' ,， 故 圆 台 的 高 C '

;，6（56*）槡
， ' -6槡 $ '，槡， ，， ，##）

%；圆台的侧面积 4圆台侧'，F（$3，）F,'

-，，， $&'；圆台的体积 K圆台 '
$
,
F

，槡，F（，3（，3 ，F（槡 ，）'
$（槡，
, ，，， !

）%，，" $，

3456 柱体、锥体、台体的体积之

间的关系

rr其中，4J，4 分别为台体上、下底

面面积，C为柱体、锥体、台体的高，



,，/' r【解析】因为圆锥的底面半径 *'

,，母线长 ;'（，所以圆锥的高 C '

;，6*槡
， ' $@6槡 - '槡E，

对于&，因为圆锥的体积 K'
$
,
·4底 C'

$
, ，F,，F槡E ',槡E，，， ，&'，

对于；，因为圆锥的底面半径为 ,，所以

圆锥的底面周长为 @，，又因为圆锥的母

线长为 （，所以圆锥的侧面展开图的圆心

角为
@，
（
',，
，
，， #$%，

对于C，设圆锥的两条母线的夹角为 #，

过这两条母线作截面，其面积 4$ '
$
，
F（F

（FC45 #':C45 #，设圆锥轴截面三角形的

顶角为 #$，则 #,#$，由题可知 ABC#$ '

$@3$@6,@
，F（F（

'6$
:
）】，所以 #$ 为钝角，所

以当 #'
，
， 时

，面积有最大值，最大值为

:，， $$%，

对于+，圆锥的侧面积 4， '
$
，
F，，F,F（'

$，，，， !$%，，" #$!，

-，
E
（
r【解析】由题意可知，水的体积等于

圆台的体积，

根据题中数据可知，水的体积 K'
$
, ，F

（$，3，，3$F，）F,'E，，

将水倒入一个底面半径为 ，，高为 , 的圆

柱形容器中，设水深为 C，

由柱体体积公式可得，F，，FC'E，，解得

C'
E
（
，

2.，/r【解析】由题意可知该球半径的最

大值为 ， 厘米，则该球体积的最大值是

（
, ，F，, '

,，，
,

（立方厘米），，" #，

22，+r【解析】设球 $的半径为 5，依题意

得$$，$3*
，
$ '5

， '$$，， 3*
，
，，则（（6$$，）

， 3

$'$$，，3-，解得$$， '$，因此 5， '$】，所



以球 $的表面积 4'（，5， '（】，，C ，

op，

2e，'r【解析】球的半径 5'，（ A0，上球冠

的高 C$ '@ A0，下球冠的高 C， '（ A0，设

下球冠圆面的半径为 *，则 *， '，（，6，】， '

$E@（A0，），所以该瓷器的外表面面积为

（，F，（，6，，F，（F@6，，F，（F（3，F$E@'

， 】】】，1@ ，:】（A0，），C $op，

2o，'r【解析】设圆柱的高为 C，

则 4'，，5，3，，5C，所以 C'
46，，5，

，，5
，

酒杯的容积 K$ '
$
，
F （
, ，5, 3，5，C '

，
, ，5,3，5，

46，，5，

，，5
'4
，
56，
,
5,，

半球的体积K， '
，
, ，5,，

因为酒杯的容积不大于半球体积的

，倍，

所以
4
，
56，
,
5,,

（，
,
5,，

解得5*
,4
$】，槡 ，

又因为 C'
46，，5，

，，5
D】，所以5）

4
，，槡 ，

所以
,4
$】，槡 ,5）

4
，，槡 ，

当 4'$】，时，槡,,5）槡. ，5的最小值为

槡,，C， $，

2，，/r【解析】由题可知，上底面和下底面

的半径分别为
$
，
， $，则 K圆台 '

$
,
F$F

） ， F $
，( )

，

3 ， F $， 3

，F
$
，( )

，

F，F$槡
， ] 'E，$， ，K圆锥'$, F$F

，F$， '
，
,
，

故剩下几何体的体积为 K圆台6K圆锥'
E，
$，
6

，
,
'，
（
，C， #，

2；， r【解析】由%'' ,，3
'(6%；
，( )槡

，

'



,，3
，】6$，
，( )槡

，

'.（A0），

'+ ' （，3
'(6+,
，( )槡

，

'

（，3
，】6$（
，( )槡

，

'.（A0），可得该瓷器

的侧面积为 $，，F$:3.F（@3$】），3.F

（E3$】），',:$，（A0，），） !$%，

3456 圆柱、圆锥、圆台的侧面积

公式间的关系

rr其中，*J，*分别为圆台的上、下底面

的半径，;为柱体、锥体、台体的母线，

2)，+r【解析】由题知该组合体上半部分

为圆锥，由于其母线长为 ，槡,米，轴截面

是面积为 ,槡,平方米的等腰钝角三角形，设

其 高 为 C， 底 面 半 径 为 *， 则 有

C，3*， '$，，

$
，
F，*FC',槡,，

*DC，











解得

*',，

C'槡, ，
， 则该组合

体上半部分圆锥的侧面积 4$ '，F,F

，槡, '@槡,，（平方米），下半部分圆柱的

侧面积 4， '，，F,F，，.'$.，（平方米），

则该组合体的表面积（不含底面）为 4$3

4， '（@槡,3$.），（平方米），） ，$%，

2*，/' r【解析】延长 (%，'；交于点 +，

如图，

由题 意 得， %+'%('，， ；+'；''

%(，3
'(
，( )槡

，

'，槡，，

对于&，以 %(所在直线为轴旋转，得到



一个圆台，圆台的侧面积 4'，（，3（）F

槡， ， ' 槡$， ，，，，，'，

对于；，以 '(所在直线为轴旋转，得到

一个以 ， 为底面半径，以 ， 为高的圆柱

与一个以 ， 为底面半径，以 ， 为高的圆

锥形成的组合体，该组合体的体积 K'

，，F，，3
$
,
F，，F，，'

,，
, ，，#$%，

对于C，以 %；所在直线为轴旋转，得到

一个圆柱挖去一个圆锥的旋转体，如

图"，

图"

所以该旋转体表面积 4J'（，3，F，F（，3

槡， ，F，，'，】，3槡（ ，，，$$%，

对于+，以 ；'所在直线为轴旋转，得到

一个圆锥和一个挖去一个小圆锥的圆台

形成的组合体，如图#，

图#

该旋转体体积 KJ'
$
,
F（ 槡， ， ）

，
F槡， ，，3

$
,
F［ （槡， ）

，
，3 （槡， ）

，
，F（ 槡， ， ）

，

槡 ，3

（ 槡， ， ）
，
，］ F槡， 6

$
,
F（槡， ）

，
F槡， ，'

槡，: ，，
,

，!$%，!" #$!，

2,， r【解析】因为正四棱台的上、下底面

边长分别为槡，和 ,槡， ，

所以上、下底面正方形外接圆半径依次

为
$
，
F槡，F槡， '$，

$
，
F,槡，F槡， ',，

根据对称性可知，该棱台外接球的球心

在棱台上、下底面外接圆的圆心的连



线上，

设该棱台外接球的球心 $到上底面的距

离为 C，该棱台外接球的半径为5，

所以5， '$3C， '-3（ 槡， ，6C）
，
，解得 C'

槡， ， ，5',，

故所求体积为
（
,
F，F,, ',@，，，" !，

2-， r【解析】如图，'%；'为圆锥的轴截

面，其中 ；''，，%；'%'',，且 "为 ；'

边上的中点，设内切圆的圆心为$，

由于%"' ,，6$槡
， '，槡， ，故 4'%；''

$
，
F

，F，槡， '，槡，，

设内切圆半径为 *，则 4'%；''4'%$；3

4'；$'34'%$''
$
，
F%；F*3

$
，
F；'F*3

$
，
F

%'F*'
$
，
F（,3,3，）F*'，槡， ，

解得*'槡
，
，
，故所求球的体积 K'

（
, ，*, '

槡，
, ，，，" !，

e.， r【解析】因为半径为 ，槡,的球与正六

棱柱的各个面均相切，所以正六棱柱的

高 C'，F，槡, '（槡, ，底面正六边形的内切

圆半径为 ，槡,，

如图所示，正六边形外心和内心是同一

点，根据内切圆半径和外接圆半径的关

系，可得底面正六边形的外接圆半径 *'

，槡,
C45 @】)

'（，

所以 该 正 六 棱 柱 外 接 球 半 径 5'

*，3
C
，( )槡

，

' （，3（，槡, ）槡
， '，槡E ，

所以外接球的表面积 4'（，5， '$$，，，，

" !，



e2， r【解析】由于该正方体魔方的棱长

为 ，，故其外接球的半径为槡, ，

当正四面体盒子的棱长最小时，正四面

体内切球的半径为槡,，

设 正 四 面 体 棱 长 为 8， 其 高 为

8，6( ，, F槡,， 8 )槡
，

'槡@
,
8，

根据等体积法得
$
,
F$
，
F8，F槡

,
，
F槡@
,
8'

（F
$
,
F$
，
8， F槡

,
，
F槡, ，解得 8'@槡，，，

" !，

ee， 

789:r本题为圆台的内切

球问题，可利用通法攻略 ，（ 中的圆

台模型求得内切球半径，进而结合题

目条件求解，

【解析】如图为几何体的轴截面，$$，$，

分别为上、下底面中心，$为球心，"为

球与母线的切点，

则$$"4'$$$$4'-】)，

因为$$$ '$"'5，$4'$4，

所以'$"4 与'$$$4 全等，所以 4"'

$$4'*$，同理可得'"'*，，

所以圆台母线长;'*$3*，，

所 以 ，5 ' （*$3*，）
，6（*，6*$）槡

， '

， *$*槡 ， ，

则5， '*$*， '（*$3*，，化简得 *， '
（*$
*$6$

（*$D

$），

所以圆台的侧面积为 ，（*$3*，）;'，（*$3



*，）
， '， *$3

（*$
*$6$( )

，

'，( *$ 6$3
（

*$6$
3

. ) ，*， ， （*$6$）F
（

*$6$槡
3.( )

，

':$，，

当且仅当 *$ 6$ '
（

*$6$
，即 *$ ', 时等号

成立，

故圆台侧面积的最小值为 :$，，，" !，

eo， r【解析】如图，设正方形%；'(的中心

为$，；'，%(的中点分别为 ），"，连接

"），+$，+），",，）,，+"，

设 金 刚 石 的 棱 长 为 8， 则 : F

$
，
8，C45 @】)'，槡, 8

， '$:槡, ，所以 8',，

在等边三角形 +；'中，；'边上的高

+）' +'，6'）槡
， ' ,，6

,
，( )槡

，

',槡,
，

，

在 >?'+$） 中， +$' +），6$）槡
， '

，E
（
6-
（槡 ',槡，

，
，根据题意，最大球即为

金刚石的内切球，由对称性易知内切球

的球心在 $点，内切球与'+；'的切点

在线段+）上，球的半径即为截面 +",）

内切圆的半径，设内切圆半径为 *，由等

面积法可知 4'+"）'
,槡，
，
F,F

$
，
',槡,
，

·

*，解得*'槡
@
，
，所以内切球的半径5'槡

@
，
，

则 内 切 球 的 体 积 K'
（
, ，5, '

（
, ，槡@

，( )
,

'槡@，，， !$%，

e，，
,，，
,
r【解析】作圆柱的轴截面，如图，

由题意可知$；'槡, ，%；'$，则球 $的半

径5'$%，且$%， '$；，3%；， ',3$'（，

所以5'，，



所以球 $的体积 K'
（
, ，5, '

（
, ，F

，, '
,，，
,

，

,，eC,，oopyr

2， r【解析】因为三棱柱的高为 @，其底面

三角形%；'水平放置的直观图（斜二测

画法）为'%J；J'J，其中 $J%J'$J；J'，，

$J'J'槡, ，所以三棱柱的底面面积为
$
，
F

（F，槡, '（槡, ，体积为 （槡,F@'，（槡,，， !

$%，

e，+/r【解析】设球的半径为 5，则圆柱的

底面圆的半径为 5，高为 ，5，则 4球 '

（，5，，K球 '
（
, ，5,，4圆柱 '，，5

， 3，，5·

，5'@，5，，K圆柱 '，5
，·，5'，，5,，所以

4圆柱 G4球 '@，5
， G（，5， ', G，，， ，$

%；K圆柱 GK球 '，，5
, G
（
, ，5, ', G，，，

#$%；4圆柱 GK圆柱 '@，5
， G，，5, ', G

5，， $&'；4球 GK球'（，5
， G
（
, ，5, '

, G5，， !&'，

o，+r【解析】设原圆柱的底面圆半径为 *，

高为 C，则原圆柱的表面积为 ，，*， 3

，，*C，新几何体的表面积为 ，，*，3，，*C3

，*C，故 ，*C'$】，故原圆柱的侧面积为

，，*C'$】，，， ，$%，

，，'r 【解析】 如图，设正方体 %；'(6

%$；$'$($ 的棱长为 8，易得 K；$6%$；'$
'

K%6%$；(
'K($6%$('$

'K'6'$；(
'$
,
F$
，
8，·8'

$
@

8,， 所 以 K；6%$('$
'K%；'(6%$；$'$($

6

（K；$6%$；'$
'8,6（F

$
@
8, '

$
,
8, 'E，，解得

8'@，故正方体 %；'(6%$；$'$($ 的棱长



为 @，C $op，

；，/r【解析】因为几何体 %；'(6%$；$'$($

是正四棱台，%；'，%$；$ '（，$%$%；'

@】)，侧面以及对角面为等腰梯形，故

%%$ '

$
，
（%；6%$；$）

ABC$%$%；
'，， %$'

$
，

%''

槡，
，
%；'，槡， ，%$$$ '

槡，
，

%$；$ '槡， ，所以

$$$ ' %%，$6（%$6%$$$）槡
， '槡， ，所以该

正四棱台的体积K'
$
,
$$$·（4四边形%；'(3

4四边形%$；$'$($
3 4四边形%；'(4四边形%$；$'$(槡 $

） '

槡，
,
F（$@3（3:）'

，:槡，
,

，C #op，

)，+r【解析】如图，在正方体 %；'(6+,C）

中，若要使液面形状不为三角形，则平面

+C(平行于水平面放置时，液面必须高

于平面+C(，且低于平面 %,'，若满足上

述条件，则任意转动正方体，液面形状都

不可能为三角形，

所以 KC6+）(）K）K正方体%；'(6+,C）6K；6%,'，又

KC6+）( '
$
,
F $
，
F $， F $ '

$
@
，

K正方体%；'(6+,C）6K；6%,''$
,6$
@
'.
@
，所以 K

的取值范围是
$
@
，
.
@( ) ，C ，op，

*，+'r【解析】圆锥的体积 K$ '
$
,
F，F$，F

， '
，，
,
， 表面积 4$ '，F$， 3，F$ F



，，3$槡
， '（槡. 3$ ） ，， 所 以

K$
4$
'

，，
,

（槡.3$），
'槡.
6$
@

，

圆柱的体积 K， '，F$
， F， '，，，表面积

4， '，F，F$
，3，F，F$F，'@，，所以

K，
4，
'

，，
@，
'$
,
，

圆台的体积 K, '
$
,
F，F） ，F $

，( )
，

3，F

,
，( )

，

3 ，F
$
，( )

，

F，F
,
，( )槡

， ] '

$,，
@

，表面积 4, '，F
$
，( )

，

3，F
,
，( )

，

3

，F
$
，
3,
，( ) F ，，3

,
，
6$
，( )槡

，

'

.
，
3槡， .( ) ，， 所 以

K,
4,

'

$,，
@

.
，
3槡， .( ) ，

' 槡.， .6@.
$@.

，

球的体积K（ '
（
,
F，F$, '

（，
,
，表面积 4（ '

（F，F$， '（，，所以
K（
4（
'

（，
,
（，
'$
,
，

所以圆柱、球的体积与其表面积之比最

大，!" ，$，

,，（$）53;'@r（，）$:，A0，r（,）$@，A0,

【解析】（$）作出圆锥的轴截面，如图，因

为0$'$%'@ A0，所以$%'（.)，所以

%；';，又$；'5，所以53;'@，

（，）圆柱 $$$ 的侧面积 4'，，5;,，，·

53;
，( )

，

'$:，（A0， ），当且仅当 5';'

, A0时等号成立，即圆柱 $$$ 的侧面积

的最大值为 $:，A0，，

（,）由题意，圆柱 $$$ 的侧面积 4$ '

，，5;，圆锥0$$ 的底面半径为 5，母线长



为槡，5，侧面积 4， '，5（槡，5）'槡，，5
，，

因为 4$ ' 槡， ， 4，， 所以 ，，5;' 槡， ， F

槡，，5
，，解得 ;'，5，因为 53;'@，所以

5'， A0，;'（ A0，圆柱 $$$ 的体积 K'

，5，;'$@，（A0,），

,，，）]^_FU`F"#

a^&bcde
,，，，2!@A

2， r【解析】对于 &，当三个点共线时，可

作无数个平面，，X ，YZ[<，

对于；，如果这个点在这条直线上，这时

有无数个平面，，X #YZ[<，

对于C，如图，;，2，:两两相交，此时确定

三个平面，，X $YZ[<，

对于+，两两平行的三条直线，可以确定

一个或三个平面，，X !Y\[<，

0&12 对基本事实理解不透彻

致错

rr忽视基本事实 $ 中的关键词“不

在一条直线上”，就容易错选&；，

e，'r【解析】当 （ 条直线中任何 , 条都不

共面时，如四棱锥的 （ 条侧棱，此时 （ 条

直线可以确定 @个平面；

当 （条直线中有且仅有 , 条共面时，（ 条

直线可以确定 ,3$'（（个）平面；

当 （条直线共面时，（条直线只可以确定

$个平面，

（条直线在空间中的位置关系：任何 , 条

都不共面、有且仅有 , 条共面、（ 条均共

面，不存在其他的位置关系，!" $，

o，/r【解析】连接%($，；'$，；($，

8$0直线%+，%+8平面%；'$($，9$0

平面%；'$($，



又8$0平面；；$($(，平面%；'$($】平面

；；$($('；($，

9$0直线；($，9点($，$，；共线，

8%；，($'$，9'%；$+'+($$，

9$；G$($ '%；G+($ ', G$，

9$；',$($，

， #$%，

3456 证明点共线的两种方法

rr（$）先找出两个平面，然后证明

这些点都是这两个平面的公共点，根

据基本事实 , 可知这些点都在这两

个平面的交线上；

rr（，）选择其中两点确定一条直线，

然后证明其他点也在这条直线上，

，，+r【解析】如图，因为 +,8平面 %；'，

C）8平面%'(，所以点"0平面%；'，且

"0平面%'(，而平面 %；'】平面 %'('

%'，所以点 "0直线 %'，若 "0直线

；(，那么直线 %'和 ；(有交点，是共面

直线，这与几何体 %6；'(是三棱锥矛

盾，所以"9直线；(，， ，$%，r

；， r 【解析】 如图，在正方体 %；'(6

%$；$'$($ 中，直线 %%$，%；，%(两两相交，

但%%$，%；，%(不共面，%；，%(，；'都在平

面%；'(中，但 %(，；'不相交，所以“8，

=，（两两相交”是“8，=，（共面”的既不充分

也不必要条件，，!$%，



)， r【解析】显然 0，1，#在正方体的上

底面，且三点不共线，"不在正方体的上

底面，

所以0，1，#，"四点不共面，， ，&'；

如图"，连接 "；，#%，"#，；%，即 %，；，

"，#四点共面，即 1，"，#三点共面，且

三点不共线，

又09平面%；"#，所以 0，1，#，"四点

不共面，， #&'；

图"

显然0，"，#在正方体的下底面，且三点

不共线，1不在正方体的下底面，

所以0，1，#，"四点不共面，， $&'；

如图#，连接 %'，01，"#，则 01，%'，又

%'，"#，所以01，"#，

所以0，1，#，"四点共面，， !$%，，

" !，

图#

*，【证明】 （$）因为 +，,分别为 %；，；'的

中点，所以+,，%'，又因为
'C
C(
'%）
）(

，所以

C），%'，所以+,，C），所以 +，,，C，）四

点共面，

（，）因为 +，,分别为 %；，；'的中点，所

以+,，%'，+,'
$
，
%'，

由题意知
'C
C(
'%）
）(
'，，所以）C，%'，）C'

$
,
%'，所以四边形 +,C）为梯形，直线

+）和,C必相交，设交点为 "，即 +）】

,C'"，

因为 +）8平面 %；(，所以点 "0平面



%；(，同理可得点"0平面；'(，

又因为平面 %；(】平面 ；'('；(，所以

点"0直线；(，所以直线+），,C，；(三

线共点，

,，，，e，jklLm3L@A

nk$opqW

2， r【解析】对于&，空间中两直线的位置

关系有三种：平行、相交和异面，，，'，

对于；，若空间中两直线没有公共点，则

两直线异面或平行，! #，'，

对于C，和两条异面直线都相交的两直线

是异面直线或相交直线，! $，'，

对于+，如图，在正方体 %；'(6%J；J'J(J

中，%J；，；J'，；'J为正方体侧面的对角

线，%J；与 ；'J相交，%J；与 ；J'异面，故

若两直线分别是正方体的相邻两个面的

对角线所在的直线，则两直线可能相交，

也可能异面，! !$%，

0，12 错误理解异面直线定义

致错

rr异面直线的定义是不同在任何

一个平面内的两条直线，容易理解片

面出现误选的情况，如将异面直线理

解为“空间中不相交的两条直线”“分

别位于不同平面内的两条直线” “一

个平面内的一条直线和这个平面外

的一条直线”都是错误的，

e， r【解析】因为 $】）';，所以 ;8$，;8

），则;与2平行或相交，;与 : 平行或相

交，又2，:为异面直线，所以;不能与2，

:同时平行，即 ;与 2，: 可能都相交，也

可能与其中一条相交，! !$%，

o，' r【解析】由题意可知 "为 (($ 的中

点，故(($】'$"'"，'$"】''$ ''$，故

(($，''$ 均与 '$"相交，，##，'，



；($】平面 ''$($('($， '$"8平面

''$($(，($9直线 '$"，则直线 ；($ 与

'$"为异面直线，同理可说明 '%$ 与直

线'$"为异面直线，， $#!$%，

，，+r【解析】由线面位置关系可知，若点

%0$，点 ；9$，则直线 %；与 $相交，，

，$%，

如图"所示，， #&'，

如图#所示，， $&'，

如图；所示，， !&'，，" ，，

图" 图#

图；

；，'r【解析】】$%；.&'，如图所示，

;，2，而 28$，;8$；；$%；T&'，另

一条直线还可能与这个平面相交，由此

可知，】；$%，，" $，

)，'r【解析】连接 '5，%'，；'，平面 %；'

即为平面(，因为直线 %；与直线 ;相交

于点5，所以50;，因为平面 $与平面 ）

相交于直线;，所以50平面 ），又点 '在

平面 ）上，所以 '58平面 ），因为 %；8

平面(，点5在直线%；上，所以50平面

(，又'0平面 (，所以 '58平面 (，所以

）与(的交线是直线'5，， $$%，

*，/ r【解析】因为$，），88$，所以 8，），

， #$%，!$%；

如图所示，在正方体 %；'(6%$；$'$($

中，令 %$；$ 为 8，平面 %；'(为 ），平面

%$；$'$($ 为$，则 $，），88$，显然 ） 内



的直线；'与 8 不平行，直线 %；与 8 平

行，， ，&'，$&'，，" #!，

,，/r【解析】连接0；，1；，如图，

因为0，1分别是棱 %%$，''$ 的中点，所

以 ($0，；1且 ($0'；1，所以四边形

($0；1是平行四边形，所以 ($，0，；，1

四点共面，即 ；0平面 ($0；1，又 ；0平

面%；'(，所以；0;，， ，$%，#&'，

如图，延长 ($0与 (%的延长线交于点

,，延长($1与('的延长线交于点+，因

为 ($,8平面 ($0；1，所以 ,0平面

($0；1，因为 (,8平面 %；'(，所以 ,0

平面%；'(，所以,0;，同理 +0;，， $，

!$%，

,，，，567

2，'r【解析】对于 &，%08，%0），；08，

；0），根据直线上有两个点在平面内，则

这条直线在这个平面内，可得 88），， ，

$%；

对于；，"0$，"0），#0$，#0），根据

直线上有两个点在平面内，则这条直线

在这个平面内，可得直线 "#8$，直线

"#8），， #$%；

对于C，由%0$，%0），知平面 $和平面

）相交于一条经过点 %的直线，， $

&'；

对于+，%，；，"0$，%，；，"0），且 %，；，

"不共线，根据不共线的三点确定一个

平面，可得$，）重合，， !$%，

e，+r【解析】对于 &，如果有三点共线，那

么共线三点所在直线与直线外一点共



面，这与“不共面的四点”矛盾，故原命题

为真命题；

对于；，若点%，；，'，(共面，点%，；，'，+

共面，则 %，；，'，(，+可能不共面，如图

"，平面 %；'+与平面 %；'(相交于 %，

；，'所在直线，+9平面%；'(，故原命题

为假命题；

图"
r

图#

图；

对于 C，如图#，直线 8，=共面，直线

8，（共面，但直线 =，（不共面，故原命题

为假命题；

对于+，如图；，空间四边形 %；'(的四

条边相等，但不是菱形，故原命题为假

命题，

o，+/ r 【解析】由正方体性质知 %%$，

''$，9%，'，'$，%$ 四点共面，，，%；

连接%'，%$'$（图略），8直线 %$'交平

面'$；(于点 "，9"0平面 '$；(，"0

直线 %$'，又 %$'8平面 %''$%$，9"0

平面%''$%$，8$为(；的中点，；(8平

面 '$；(，底面 %；'(为正方形，9$为

%'的中点，$0平面 '$；(，且 $0平面

%''$%$，又'$0平面 '$；(，且 '$0平面

%''$%$，9平面 '$；(与平面 %''$%$ 相

交于过点'$，"，$的直线，即'$，"，$三

点共线，#，%；

平面 ；；$($(】平面 '$；('；(，"0平

面 '$；(， 但 "9 ；(， 9 "9 平 面

；；$($(，$&'；

连接 %$；，%$(（图略），易知三棱锥 %$ 6

；'(中，%$'与 ；(不共面，否则 %$，；，

'，(在同一平面内，!，%，

，，/r【解析】延长 +,交 (%的延长线于



），连接）$交%；于C，

8）0+,，+,8平面 +$,，）0%(，%(8

平面 %；'(，平面 +$,】平面 %；'(';，

9）0 ;，又 $0平面 +$,，$0平面

%；'(，9$0;，故直线$）即为直线 ;，取

%(的中点 "，连接 "$，易知'%）,:

'%$+,，9%）'%$+'%"，9%C'
$
，
"$'

$
（
%；，；C'

,
（

%；，9%C'
$
,
C；，即 3'

$
,
，， #$%，

；，'r【解析】连接 %$'$，%'，$%，如图，因

为%%$，''$，所以%，%$，'$，'四点共面，

因为 "0%$'，%$'8平面 %''$%$，所以

"0平面 %''$%$，又 "0平面 %；$($，所

以点"在平面 %''$%$ 与平面 %；$($ 的

交线上，同理$，%也在平面%''$%$ 与平

面%；$($ 的交线上，所以 %，$，"三点共

线，， ，$%，

因为直线%$'与平面；('$ 的交点为 #，

所以点#0%$'，由&选项得点%，%$，'$，

'四点共面，所以点 #0平面 %''$%$，由

&选项得点$0平面%''$%$，所以 #，$，

%$，%四点共面，， #$%，

在矩形%$%''$ 中，点 $是 %$'$ 的中点，

%$'$ '%'， '%$$" + ''%"， 所 以

，%$"'"'，即点"为线段 %$'的三等分

点，设 $$ 为 ；(与 %'的交点，连接

$$'$，同理可得 #为线段 %$'的三等分

点，故"，#为线段%$'的三等分点，，$

&'，

连接%$；，($'，$$$，；($，设 $$$与 ；($



的交点为 $，，易得 $， 为 ；($ 的中点，四

边形%$($'；是矩形，线段；($，%$'是其

两条对角线，则 ；($ 的中点也是 %$'的

中点，即 $， 为 %$'的中点，又由 C选项

可得"，#为线段 %$'的三等分点，所以

$， 也为线段 "#的中点，又 $，0；($，

；($8平面 ；；$($(，所以 $， 0平面

；；$($(，， !$%，

)，$:r【解析】取'$($ 的中点 ,，连接 +,，

(,，；$($，；(，；+，因为 +为 ；$'$ 的中

点，所以 +,，；$($，+,'
$
，

；$($，因为

；(，；$($，；('；$($，所以 +,，；(，+,'

$
，
；(，所以；，(，+，,四点共面，即过；，

(，+三点的平面截正方体 %；'(6

%$；$'$($ 所得的截面为梯形 ；(,+，因

为正方体 %；'(6%$；$'$($ 的棱长为 （，

所以 +,'，槡， ，；('（槡， ，；+'(,'

（，3，槡
， '，槡. ，所以等腰梯形 ；(,+的

高为 （，槡. ）
，
6（槡， ）槡

，
',槡， ，所以梯形

；(,+的面积为
$
，
F（ ，槡， 3（槡， ） F

,槡， '$:，

*，【解】 （$）如图所示，连接 (#并延长交

($'$ 的延长线于点 +，连接 "+交 ；$'$

于点/，延长 +"交 ($%$ 的延长线于点

1，连接(1交%%$ 于点 5，连接 5"，/#，

则五边形(5"/#即为过点(，"，#的截

面，如图所示， 平面 (5"/#与平面

；；$'$'的交线为 /#，平面 (5"/#与平

面%%$；$；的交线为5"，



（，）由（$）可知，点/即点0，由#为 ''$

的中点，易得 '('#: '+'$#，所以

(''+'$ '（，易知'"；$0+'+'$0，所

以
"；$
+'$

'
；$0
'$0

' ，
（
' $
，
， 所以 '$0'

，
,
；$'$ '

，
,
F（'

:
,
，；$0'

$
,
F（'

（
,
，所

以 0# ' ，，3
:
,( )槡

，

' $】
,
， 0" '

，，3
（
,( )槡

，

' 槡， $,
,

，所以 0"30#'

$】3 槡， $,
,

，r

,，；，]^U`F"#&

，，"f
,，；，2!m3)m3@rl

,，；，e!m3)@A@r

2， r【解析】在正方体中，如图"所示，

$；，$$；$，如图#所示，$；与 $$；$ 不平

行，， !$%，

图"
r

图#

e，%r【解析】对于"，这两个角相等或互

补，-&'；对于#；，无法判定这两个

角的两边分别平行，所以无法确定这两

个角的关系，./&'；对于%，根据平

行线的传递性可以判断，T$%，

o， r【解析】对于 &，由条件可得，"1，

；(，#0，；(，所以 "1，#0，所以 "，#，

0，1四点共面，， ，$%；

对于 ；，"1，；(，"+，；'，根据等角定

理，得$1"+'$(；'，， #$%；

对于 C，由等角定理知$1"+'$(；'，

$"+1'$；'(，所以'；'(+'"+1，

， $$%；

对于 +，由三角形中位线的性质知 "1，



；(，"1'
$
，
；(，#0，；(，#0'

$
，
；(，所

以"1，#0，"1'#0，所以四边形 "#01

为平行四边形，， !&'，

，， r【解析】若直线 ;平行于平面 $内的

无数条直线，当这无数条直线是平行线

时，;可能在平面内，与 $不一定平行，，

，E$%；若直线 8在平面 $外，则 8，$

或 8与$相交，， #E$%；若直线 8，

=，=8$，则 8，$或 88$，， $E$%；若

直线 8，=，=8$，则 8，$或 88$，98 平

行于平面$内的无数条直线，， !$%，

；，/r【解析】如图所示，在平面 %；(内，

8%+G+；'%,G,('$ G,，9+,，；(，

又 ；(8平面 ；'(， +,;平面 ；'(，

9+,，平面；'(，又在平面 ；'(内，），C

分别是 ；'， '(的中点，9）C，；(，

9）C，+,，又
+,
；(
'%+
%；
'$
（
，
）C
；(
''）
；'
'$
，
，

9+,））C，在四边形 +,C）中，+,，）C

且+,））C，9四边形 +,C）为梯形，，

#$%，

)， 

789:r本题为判断线面平

行问题，可利用通法攻略 ，@ 求解，前

三个选项均先证明线线平行，再利用

线面平行的判定定理求解，

【解析】对于&，如图"所示，连接 +,，易

得 %'，+,， "#，+,，则 "#，%'，又

"#;平面 %；'，%'8平面 %；'，所以

"#，平面%；'，， ，]^；

图"
r

图#

对于；，如图#所示，设 +为所在棱的中



点，连接 +%，+'，+；，易知 %+'；'，%+，

；'，所以四边形%；'+为平行四边形，%，

；，'，+四点共面，又易知 "#，；+，"#;

平面 %；'，；+8平面 %；'，所以 "#，平

面%；'，， #]^；

对于C，如图；所示，设 (为所在棱的中

点，连接(%，('，(；，则四边形 %；'(为

平行四边形，%，；，'，(四点共面，且易知

"#，；(，又 "#;平面 %；'，；(8平面

%；'，所以"#，平面%；'，， $]^；

图；
r

图%

对于+，如图%所示，连接 %"，；#，由已

知及正方体的性质可知四边形 %"#；是

等腰梯形，所以%；与 "#所在的直线相

交，又%；8平面%；'，故不能推出"#与

平面%；'平行，， !E]^，，" !，

*，+/r【解析】对于 &，如图"，连接 %'$，

交%$'于点,，连接(,，则点,是%'$ 的

中点，因为 (是 %；的中点，所以 (,，

；'$，又 (,8平面 %$('， ；'$ ;平面

%$('，所以；'$，平面%$('，， ，$%，

图"
r

图#

对于 ；，如图#，取 ；'的中点 C，连接

(C，'$C，因为(是%；的中点，

所以 (C，%'，且 (C'
$
，

%'，又 +'$ '

$
，
%$'$ '

$
，
%'，+'$，%'，所以 (C，+'$，

(C'+'$，所以四边形 (C'$+是平行四

边形， 所以 (+，'$C， 又 (+; 平面

；''$；$，'$C8平面 ；''$；$，所以 (+，

平面；''$；$，， #$%，

对于 C，如图；，取 ；'的中点 C，连接



(C，+C，因为(是%；的中点，

所以 (C，%'，且 (C'
$
，

%'，又 %$+'

$
，
%$'$ '

$
，
%'，%$+，%'，

所以 (C，%$+，(C'%$+，所以四边形

(C+%$ 是平行四边形，

所以%$(，+C，显然 +C与平面 ；$+'相

交，， $&'，

图；
r

图%

对于+，如图%，连接 %'$ 交 +'于点 1，

连接(1，则平面%；'$】平面 '(+'(1，

若；'$，平面 '(+，；'$8平面 %；'$，则

(1，；'$，

由于(是%；的中点，所以点1是%'$ 的

中点，

而显然点1不是 %'$ 的中点，矛盾，， !

&'，

,，（$） 【解】因为侧棱 %%$ 与底面 %；'垂

直，所以三棱柱 %；'6%$；$'$ 为直三棱

柱，所以侧面；''$；$，；%%$；$，'%%$'$ 均

为矩形，因为 %；(；'，所以底面 %；'，

%$；$'$ 均为直角三角形，因为 %%$ '%；'

，， ；'',， 所 以 %'' %；，3；'槡
， '

，，3,槡
， '槡$, ， 所 以 三 棱 柱 %；'6

%$；$'$ 的表面积为（%；3；'3%'）·%%$3

，F
$
，
%；·；''（，3,3槡$, ）F，3，F

$
，
F

，F,'$@3，槡$,，

（，）【证明】如图，连接 ；$'交 ；'$ 于点

$，连接 $(，因为四边形 ；''$；$ 为矩

形，所以 $为 ；$'的中点，因为 (为 %'

的中点，所以 $(，%；$，因为 %；$;平面

；'$(，$(8平面 ；'$(，所以 %；$，平

面；'$(，



-，'r【解析】当 2，;时，2可能在 $内或

者 ）内，故不能推出 2，） 且 2，$，所以

充分性不成立；当2，） 且 2，$时，设存

在直线 :8$，:;），且 :，2，因为 2，），

所以 :，），根据直线与平面平行的性质

定理，可知 :，;，所以 2，;，即必要性成

立，故“2，;”是“2，）且 2，$”的必要不

充分条件，， $$%，

2.，'r【解析】由于几何体 %$；$'$6%；'是

三棱台，则 %；，%$；$， 又 %；; 平面

%$；$'$，%$；$8平面%$；$'$，所以 %；，平

面%$；$'$，当%；8平面$，平面 $】平面

%$；$'$ '2时，由直线与平面平行的性质

定理可知2，%；，， $$%，

22，/r【解析】如图，连接 "；交 %'于点

(，连接#(，#%，#'，则平面 #%'即为平

面$，

因为 4；，$，平面 4"；】$'(#，4；8平

面 4"；，所以 4；，(#，因为 %；为底面圆

的直径，点 "，'将弧 %；三等分，连接

%"，'"，所以$%；"'$；"''$"；''

$；%'',】)，"''；''
$
，
%；，所以 "'，

%；，所以
("
(；
'"'
%；
'$
，
，又 4；，(#，所以

"#
4#
'("
(；
'$
，
，所以

4"
4#
',
，
，， #$%，

2e，,r【解析】设 %$与 ；+交于点 C，连接

,C，如图所示，因为 +为 %(的中点，则

%+'
$
，
%('

$
，
；'，由四边形 %；'(是菱

形，可得 %(，；'，则'%+C+''；C，所

以
%C
C'
'%+
；'
'$
，
，所以

%C
%'
'$
,
，又因为



0'， 平 面 ；+,， 0'8 平 面 0%'，

平面；+,】平面 0%''C,，所以 C,，

0'，所以C'
%0
%,
'%'
%C
',，

2o，【证明】（$）8；'，%(，%(8平面 0%(，

；'; 平 面 0%(， 9；'，平 面 0%(，

8；'8 平面 0；'，平面 0；'】 平面

0%(';，9；'，;，8；'8平面 %；'(，;;

平面%；'(，9;，平面%；'(，

（，）连接 %'，,'，设 %'】；('$，,'】

；+'"，连接 $"，如图，8%,，平面

；(+，%,8平面 %,'，平面 %,'】平面

；(+'$"，9%,，$"，8%(，；'，%('

$
，
；'，9

%$
$'
'%(
；'
'($
$；
'$
，
，9

,"
"'
'%$
$'
'

$
，
，9点 "是'0；'的重心，9点 +是

0'的中点，9
+"
"；
'$
，
'($
$；

，9$"，(+，

9%,，(+，

2， r【解析】设平面0%；内存在直线2与

('平行，因为 (';平面 0%；，28平面

0%；，所以 ('，平面 0%；，又 ('8平面

%；'(，平面 %；'(】平面 0%；'%；，所以

('，%；，与题干矛盾，即在平面 0%；内

不存在直线与('平行，，-$%；

设平面 0%；】平面 0('';，则 ;8平面

0%；，所以在平面 0%；内存在无数条直

线与直线 ;平行，这无数条直线与平面

0('平行，，.$%；

设平面0%；与平面 0('的交线 ;，平面

%；'(，又;8平面 0%；，平面 0%；】平面



%；'('%；，所以 ;，%；，同理可得 ;，'(，

则%；，'(，与题干矛盾，即平面 0%；与

平面0('的交线与底面 %；'(不平行，

，/$%，，" !，

e，'r【解析】如图，设 ），,为所在棱的中

点，连接%），）,，,；，%,，

易知四边形 %0',为平行四边形，所以

%,，0'，又 %,8平面 %；,），0';平面

%；,），所以 0'，平面 %；,），则平面

%；,）为平面$，平面 $截正方体所得图

形为四边形%；,），

因为正方体棱长为 ，，所以 %）'；,'

，，3$槡
， '槡. ，%；'）,'，，%,'0''

，，3，，3$槡
， ',，

所以%），3）,， '%,，，则%）(）,，

又%；<）,，所以四边形%；,）为矩形，

所以 4四边形%；,）'%）·）,'槡.F，'，槡.，，

" $，

o，+

IJKLr作出示意图，由线面

平行的性质定理得到线线平行关系，

结合题意可求得 K%的长，进而求得

正四面体木块的表面积，

【解析】作出截面如图所示，

因为截面平行于直线 K%，；'，由线面平

行的性质定理可得 K%，"#，(1，K%，

#(，；'，；'，1"，所以(1，"#，#(，1"，

从而截面 "#(1是平行四边形，所以

"#
K%
''#
K'

，
(#
；'
'(#
K'
'K#
K'

，

又
'#
K'
3K#
K'
'$，K%'K'，

所以"#3#('K%，

又因为截面的周长为 （，所以 ，K%'（，所



以K%'，，

所以正四面体木块 K6%；'的表面积为

（F4'%；''（F
$
，
F，F，F槡

,
，
'槡（ ,，!" ，，

，，'r【解析】连接%"，设平面 (%"与 ''$

交于点 0，连接 (0交 ($'于点 1，连接

1#，0"，如图，

因为'；，(%，'；;平面 (%"0，(%8平

面(%"0，

所以 '；，平面 (%"0，又 '；8平面

'；；$'$，平面 (%"0】平面 '；；$'$ '

0"，所以'；，0"，

因为"是 ；；$ 上靠近 ；的三等分点，所

以
''$
'0
'
；；$
；"
',，因为'；8平面 '；%$($，

0"; 平 面 '；%$($， 所 以 0"， 平

面'；%$($，

又0"8平面0(%"，平面'；%$($】平面

0(%"'1#，所以0"，1#，

所以
(#
"#
'(1
01
'
(($
'0
'
''$
'0
',，故

(#
("
',
（
，

!" $，

；，+' 

，JKLr根据平行线的传递

性可得01，"#，结合线面平行的判

定定理即可判断 &；证明 %$，；，#，0

四点共面，可知当点 1与点 %$ 重合

时，；，#，0，1四点共面即可判断 ；；

得到($%$，平面 ；'#，结合三棱锥体

积公式判断 C；利用补形法将经过 '，

"，；，#四点的球转化为长方体的外

接球，求出外接球的表面积即可判

断+，

【解析】如图"所示，连接 01，%$'$，当 1

是($%$ 的中点时，01，%$'$，%$'$，"#，

所以 01，"#，因为 01;平面 ；"#，

"#8平面；"#，所以01，平面 ；"#，!

，$%，



图"
对于；，如图"所示，连接 0#，%$；，'($，

因为#，0分别是 ''$，'$($ 的中点，所

以'($，0#，又'($，%$；，所以%$；，0#，

所以 %$，；，#，0四点共面，即当点 1与

点%$ 重合时，；，#，0，1四点共面，， #

&'，

对于C，因为几何体 %；'(6%$；$'$($ 为

正方体，所以($%$，平面；'#，直线($%$
上的点到平面 ；'#的距离为 ，，而

4'；'#'$，所以 K16；'#'
$
,
F$F，'

，
,
，故

三棱锥 16；'#的体积是定值，， $

$%，

对于 +，如图#所示，设 C，）分别为

；；$，(($ 的中点，连接 "C，C#，"），#），

则几何体%；'(6"C#）为长、宽、高分别

为 ，，，，$的长方体，根据补形法知，经过

'，"，；，#四点的球即为长方体 %；'(6

"C#）的外接球，所求球的直径 ，5满足

（，5） ， '，，3，，3$， '-，故经过 '，"，；，#

四点的球的表面积为 （，5， '-，，， !$

%，，" ，$!，

图#

)，（$）【解】+是0'的中点，理由如下：

如图"，连接%'交；(于点$，连接$+，

由底面%；'(是正方形，得 $是 %'的中

点，而0%，平面 +；(，0%8平面 0%'，平

面0%'】平面 ；(+'$+，于是 0%，$+，

在'%0'中，$是 %'的中点，所以 +是

0'的中点，

图"



（，）【证明】如图#，取 0(的中点 ,，连

接 %,，+,，由 +是 0'的中点，得 +,，

'(，+,'
$
，
'(，又 %；，'(，%；'

$
，
'(，

所以+,，%；，+,'%；，则四边形%；+,是

平行四边形，于是 ；+，%,，又 %,8平面

0%(， ；+; 平面 0%(， 所以 ；+，平

面0%(，

图#

（,）【解】存在，由（$）知，+为 0'中点，

则K+6；0('
$
，
K'6；0('

$
，
K06(；'，当K+6；0('

（
, 时

，K06(；''
:
,
，而 0((底面 %；'(，

0('C'('，C，4'；'('
$
，
F，F，'，，因此

K06(；''
$
,
·4'；'(·，C'

$
,
F，F，C'

:
,
，

解得C'，，所以存在 C'，，使三棱锥 +6

；0(的体积为
（
,
，

,，；，o，@A)@A@r

2，' r【解析】对于 &，$内不共线的三点

到 ）的距离都相等，可得 $，） 或 $与 ）

相交，如图，， ，&'；

对于；，8，=是$内的两条直线，且 8，），

=，），若 8 与 =相交，则 $，），若 8，=，则

不一定有$，），， #&'；

对于C，因为 8，=是两条相交直线，所以

过 8，=有唯一平面 (，由 8，$，=，$，得

(，$，又因为 8，），=，），所以(，），故 $，

），， $$%；



对于+，过直线 =作平面 (J交平面 $于

直线（（图略），因为=，$，所以 =，（，因为

=，），（;），所以 （，），因为 8，=是异面直

线，所以 8，（是异面直线，在 （上取一点

%，过点 %在平面 $内作直线 8J，8，则

8J，），又 8J8$，（8$，8J】（'%，所以 $，

），， !$%，

e，+r【解析】如图所示，连接 %$；，($'，

；(，；($，

根据题意，由
%$+
+；$
'；,
,；$
'， 可得 +,，

%$；，且
+,
%$；
'
；$,
；；$
'
；$+
%$；$

'$
,
，同理可得

C），'($，,C，；'，且
C）
'($
'$
,
，由 C），

'($，'($】；($ '($，知 ；($ 不可能平行

于C），， ，&'，

易知 ；(与 +,不平行，且不相交，由异

面直线定义可知 ；(与 +,异面，， #

$%，

在长方体 %；'(6%$；$'$($ 中， 易知

%$；，'($，%$；''($，所以 +,，C），+,'

C），即四边形+,C）为平行四边形，所以

+），,C，又 ；'，,C，所以 +），；'，又

+）;平面 %；'(，；'8平面 %；'(，所以

+），平面%；'(，， $$%，

因为+,，%$；，+,;平面 %$；'($，%$；8

平面%$；'($，所以 +,，平面 %$；'($，又

；'，,C，,C;平面 %$；'($，；'8平面

%$；'($，所以,C，平面%$；'($，又+,】

,C',，且 ,C，+,8平面 +,C），所以平

面 +,C），平面 %$；'($，， !$%，，

" ，，

o，+/'r【解析】把平面展开图还原为四棱

锥如图所示，



对于 &，因为 +，,分别是 0%，0(的中

点，所以 +,，%(，又 +,;平面 %；'(，

%(8平面 %；'(，所以 +,，平面 %；'(，

同理可证+），平面 %；'(，又 +,】+）'

+，+）， +,8 平 面 +,C）， 所 以 平 面

+,C），平面%；'(，， ，$%；

对于 ；，因为 ；'，%(，；';平面 0%(，

%(8平面0%(，所以；'，平面0%(，，#

$%；

对于 C，因为 %；，'(，%；;平面 0'(，

'(8平面 0'(，所以 %；，平面 0'(，，

$$%；

对于+，平面 0%(】平面 0%；'0%，， !

&'，

，，槡
$-
，
r【解析】如图，在 ；$；，；$'$ 上取

点+，,，使得；；$ ',+；$，；$'$ ',；$,，

连接+,，；'$，%($，%$+，%$,，

由题知，%$($ ',($#，则 %$#，'$,，且

%$#''$,，

所以四边形%$,'$#为平行四边形，所以

'$#，%$,，

因为 %$,;平面 '$#"，且 '$#8平面

'$#"，所以%$,，平面'$#"，

由 ；；$ ',+；$ 且 ；$'$ ',；$,， 可得

+,，；'$，

由题知，%%$ ',%"且 %$($ ',($#，可得

"#，%($，

在正方体 %；'(6%$；$'$($ 中， 易得

%($，；'$，所以+,，"#，

因为+,;平面'$"#，"#8平面 '$"#，

所以+,，平面'$"#，

又因为 %$,】+,',，且 %$,，+,8平面

%$+,，所以平面%$+,，平面'$"#，

因此所求图形的面积为'%$+,的面积，

在等腰三角形 %$+,中， %$,'%$+'

槡$】 ，+,'槡， ，可得底边 +,上的高为

%$,
，6+,
，( )槡

，

'槡,:
，

，

所以 所 求 图 形 的 面 积 为
$
，
F槡， F

槡,:
，
'槡$-
，

，



；，【证明】（$）在'0'(中，由 "，#分别为

0'，('的中点，可得"#，0(，

因为"#;平面 0%(，0(8平面 0%(，所

以"#，平面 0%(，在平行四边形 %；'(

中，由 #，1分别为 '(，%；的中点，可得

#1，%(，

因为#1;平面0%(，且 %(8平面 0%(，

所以#1，平面0%(，

又因为 "#】#1'#且 "#，#18平面

"#1，所以平面"#1，平面0%(，

（，）如图，取 0；的中点 +，连接 4+，+'，

在'0%；中，因为 4，+分别为 0%，0；的

中点，所以 4+，%；且 4+'
$
，
%；，

又因为#为('的中点，所以 '#，%；且

'#'
$
，
%；，所以 4+，'#且 4+''#，

所以四边形 4+'#为平行四边形，所以

4#，'+，

因为 4#;平面 0；'，'+8平面 0；'，所

以 4#，平面0；'，

，@56 面面平行的判定方法

rr（$）根据判定定理：只需在其中

一个平面内找到两条相交的直线，分

别证明它们平行于另一个平面，则这

两个平面平行，

rr（，）根据判定定理的推论：在一

个平面内找到两条相交的直线分别

与另一个平面内两条相交的直线平

行，则这两个平面平行，

rr（,）根据平面平行的传递性：若

两个平面都平行于第三个平面，则这

两个平面平行，



)，/r【解析】若$，），$】(';，）】('2，则

由平面平行的性质定理得 ;，2；但当

;，2，$】(';，）】('2时，可能有 $，），

也可能有$，） 相交，如 ;，2是三棱柱的

两条侧棱所在直线，(是 ;，2确定的平

面，另两个侧面所在平面分别为 $，），此

时符合条件，而$，） 相交，所以“;，2”是

“$，）”的必要不充分条件，” #$%，

*，+r【解析】如图，延长%+交'(于点"，

连接,"，

由四边形%；'(为平行四边形可知 %；，

'(，则'(+"+'；+%，

则
("
；%
'(+
；+
'$
,
，即("'

$
,
%；'

$
,
'$($，

因为平面 %+,，平面 ；($C，且平面

%+,】平面'(($'$ ',"，

平面 ；($C】平面 '(($'$ '($C，所以

,"，($C，

又 ''$，(($，所以$(,"'$(($C'

$($C'$，r

易知$,("'$C'$($，所以',("+

'C'$($，r

则
,(
C'$
'("
'$($

' $
,
，所以 '$C',(,'

,
（
(($，

又''$ '(($，所以
'C
''$
'$
（
，”， ，，

?@56 应用平面与平面平行的性

质定理的一般步骤

,，/ r【解析】连接 %；，'(（图略），当 0

在平面$与平面 ） 之间时，8$，），平面



0'(】$'%；，平面 0'(】）''(，9%；，

'(，可得
0%
%'
'0；
；(

，80%'@，%''-，0('

:，9
@
-
'；(

6:
；(

，解得 ；('，（，当 0在平

面$与平面 ） 的同侧时，同理可得
0%
0'
'

0；
0(

，80%'@，%''-，0(':，9
@
$.
'0；
:
，

解得0；'
$@
.
，9；('0(60；'

，（
.
，综上

所述，可得 ；(的长为
，（
. 或

，（，， #!

$%，

-，+/

IJKLr对于选项 &，连接

+,，根据面面平行的性质定理可得

；'$，+,，进而可证线面平行；对于选

项；，根据面面平行的性质定理得

%$,，0'$，结合题干证得四边形

%$0'$,为平行四边形，从而证明 ,

为棱'$($ 的中点；对于选项 C，+，先

确定截面 %$+',为菱形，然后根据菱

形面积公式求出该截面的面积，

【解析】如图，连接 +,，因为平面 0；'$，

截面%$+',，平面 0；'$】平面 ,'$；+'

；'$，截面 %$+',】平面 ,'$；+'+,，所

以 ；'$，+,，又 +,8截面 %$+',，而

；'$ ; 截面 %$+',， 所以 ；'$ ，截面

%$+',，， ，$%，

因为平面 0；'$ ，截面 %$+',， 平面

0；'$】平面%$；$'$($ '0'$，截面%$+',】

平面%$；$'$($ '%$,，所以 %$,，0'$，又

'$,，%$0，所以四边形 %$0'$,为平行四

边形，所以 ,'$ '%$0，又 0为棱 %$；$ 的

中点，所以 ,为棱 '$($ 的中点，， #

$%，

因为 '$；，+,，,'$，+；，所以四边形

,'$；+为平行四边形，



所以 ,'$ '+；，又 ,为 ($'$ 的中点，所

以+为%；的中点，所以 %$,','''+'

+%$ ' （，3，槡
， ' 槡， . ，又 %$,，0'$，+'，

所以四边形 %$+',为菱形，连接 %$'，

+,''$；' （，3（槡
， ' 槡（ ， ， %$''

（，3（，3（槡
， ' 槡（ , ，所以截面 %$+',的

面积为
$
，
F槡（ ， F槡（ , ' 槡: @ ，， $#!&

'，，" ，#，

2.，【证明】（$）如图，连接 %；$ 与 %$；交于

点$，连接 $"，在三棱柱 %；'6%$；$'$

中，侧面 %；；$%$ 为平行四边形，所以 $

为%；$ 的中点，又因为 "为 ；$'$ 的中

点，所以 $"，%'$，因为 $"8 平面

%$；"，%'$;平面 %$；"，所以 %'$，平

面%$；"，

（，） 在三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，平面

%$；$'$，平面 %；'，因为平面 %$；"】平

面%；'';，平面 %$；"】平面 %$；$'$ '

%$"，所以 ;，%$"，因为 %$"8 平面

%$"'， ;; 平 面 %$"'， 所 以 ;，平

面%$"'，

2，+/'r【解析】连接%'$，+(，如图所示，

由#为 %'$ 的中点，且 +是 ；$'$ 的中

点，可知 +#，%；$，因为 %；$ 8 平面

%(；$，+#;平面 %(；$，所以 +#，平面

%(；$，易知四边形 ；''$；$ 是平行四边

形，(，+分别为 ；'，；$'$ 的中点，则

(+，；；$，(+'；；$，可得 (+，%%$，(+'



%%$，所以四边形 %(+%$ 是平行四边形，

所以%$+，%(，又%(8平面 %(；$，%$+;

平面 %(；$，则 %$+，平面 %(；$，又 %$+，

+#8平面%$+#，%$+】+#'+，所以平面

%$+#，平面%(；$，， !$%，而+,，%$"

均与平面%$+#相交，所以 +,，%$"均与

平面%(；$ 相交，， ，##&'，又 "，#

分别为 ''$，%$'的中点，所以 "#，%'，

又%'与平面 %(；$ 相交，所以 "#与平

面%(；$ 也相交，所以平面 +"#与平面

%(；$ 相交，， $&'，

e，'r【解析】如图，过点(作(#，%$'$，交

；$'$ 于点 #，连接 ；#，8在三棱台

%$；$'$ 6%；'中，点 (在 %$；$ 上，且

%%$，；(，%%$】%$'$ '%$，；(】(#'(，

%%$，%$'$8平面 %%$'$'，；(，(#8平面

；(#，9平面；(#，平面 %%$'$'，8"是

'%$；$'$ 内（含边界）的一个动点，且有

平面；("，平面 %%$'$'，9"的轨迹是

线段(#，且"与(不重合，9动点 "的

轨迹是线段，但只含 $ 个端点，， $

$%，

o，+/'r【解析】由三棱柱性质可知平面

%；'，平面 %$；$'$，又平面 ；'）C】平面

%；''；'，平面 ；'）C】平面 %$；$'$ '

C），由面面平行的性质定理可知 ；'，

C），由+，,分别是 %；，%'的中点，可知

；'，+,，即可得+,，C），， ，$%，

由+,，C），+,8平面 %$+,，C）;平面

%$+,，可得C），平面%$+,，， #$%，

因为 C）经过'%$；$'$ 的重心，所以

C）
；$'$

'C）
；'
'，
,
，又

+,
；'
'$
，
，所以

C）
+,
'（
,
，

， $$%，

易知%$+与；；$ 相交，所以平面%$+,与

平面；''$；$ 相交，， !&'，

，，+' r【解析】展开图可以折成如图所示



的正方体，在正方体中，连接 %#，8%；，

"#，且%；'"#，9四边形 %；"#是平行

四边形，9；"，%#，又8%#8平面 (+，

；";平面 (+，9；"，平面 (+，连接

；+，同理可证'#，平面%,，， ，$%，#

&'，

连接 #,，；(，("，',，8；"，%#，%#8

平面 %,#，；";平面 %,#，9；"，平面

%,#，同理可证；(，平面%,#，

又8；"8平面 ；("，；(8平面 ；("，

；"】；('；，9平面 ；("，平面 %,#，同

理可证平面；(+，平面#',，， $#!$

%，

；，（$） 【证明】如图"所示，连接 ；(交 %'

于点#，连接"#，"(，"；，由题意可知#

为%'的中点，故 "#，4%，又 4%;平面

；("，"#8 平面 ；("， 所以 4%，平

面；("，

图"

（，）【解】存在点 1，使得 ；1，平面 0%'，

且
41
%1
'$，理由如下：

如图#所示，过点 ；作 ；+，%'交 ('的

延长线于点 +，过点 +作 +,，0'交 4(

于点,，过点,作,1，0%交 4%于 1，连

接1；，因为底面%；'(为平行四边形，所

以'为 +(的中点，则 0为 (,的中点，

又04'，0(，所以 ,为 40的中点，因为

；+，%'，；+;平面 0%'，%'8平面 0%'，

所以；+，平面0%'，同理,+，平面0%'，

又；+】+,'+，；+，+,8平面 ；+,1，所

以平面0%'，平面；+,1，因为；18平面

；+,1，所以在侧棱 4%上存在一点 1，使



得；1，平面0%'，且
41
%1
'$，

图#

;<=> （，）存在点 1，使得 ；1，

平面0%'，且
41
%1
'$，理由如下：

如图；所示，连接；(交%'于点$，

图；

取04 的中点 +，则 4+'0+'(0，取

4%的中点 1，连接 1；，1+，1(，且

1(】%0',，连接 $,，因为 +是 04

的中点，1是 4%的中点，所以 +1，

0%，又因为0+'0(，所以 ,是 (1的

中点，因为四边形 %；'(为平行四边

形，所以 $是 ；(的中点，所以 $,，

；1，又 $,8平面 0%'，；1;平面

0%'，所以 ；1，平面 0%'，所以侧棱

4%上存在一点 1，使得 ；1，平面

0%'，且
41
%1
'$，

,，；，567
2， r【解析】若2，$，:，$，则2，:可能平

行、相交或异面，， ，&'；若 2，$，2，

），则$，）或$，）相交，， #&'；若2，

:，2，$，则 :，$或 :8$，， $&'；若

$，），28$，则2，），， !$%，

e， r【解析】由平面 $，平面 %；'，平面

0%；】平面 $'%J；J，平面 0%；】平面

%；''%；，根据面面平行的性质定理可得

%；，%J；J，且
%J；J
%；
'0%J
0%
'，
.
，同理可得，

；'，；J'J，%'，%J'J，根据等角定理可得，

$；J%J'J'$；%'，$%J；J'J'$%；'，

$%J'J；J'$%'；， 所 以 '%；'+

'%J；J'J，所以 4'%J；J'JG4'%；''%J；J
， G



%；， '（ G，.，， !$%，

o，+r【解析】如图，取 '(的中点 #，连接

($#，($%，%#，易知%；，'$($，%；''$($，

所以四边形 %；'$($ 是平行四边形，所以

%($，；'$，又；'$8平面 ；"'$，%($;平

面；"'$，所以 %($，平面 ；"'$，同理可

得%#，平面 ；"'$，又 %#】%($ '%，%#，

%($8平面 %($#，所以平面 %($#，平面

；"'$，又直线 0($，平面 ；"'$，故 0在

线段 %#上运动，易知'($(0是直角三

角形，4'($(0
'$
，

(0·(($，(($ '$，当

(0(%#时，(0最小，最小值为
$F，

槡.
'

，槡.
.

，此时'($(0的面积最小，最小值为

$
，
F，槡.
.
F$'槡

.
.
，， ，$%，

，，，r$ G，r【解析】设平面 %；$'】平面

%$；$'$($ '2，因为+,，平面%；$'，+,8

平面 %$；$'$($，所以 +,，2，又平面

%$；$'$($，平面%；'(，平面%；$'】平面

%$；$'$($ '2，平面 %；$'】平面 %；'('

%'，所以2，%'，所以 +,，%'，连接 %$'$

（图略），因为 %$'$，%'，所以 +,，%$'$，

又 %；'，槡， ，+为 %$($ 的中点，所以

+,'
$
，
%$'$ '

$
，

（，槡， ）
，
3（，槡， ）槡

，
'，，

当）为(($ 的中点时，连接%$(（图略），

由+为 %$($ 的中点，可得 +），%$(，又

%$(，；$'，所以 +），；$'，又 +）;平面

%；$'，；$'8平面 %；$'，所以 +），平面

%；$'，又 +,，平面 %；$'，+,】+）'+，

+,，+）8平面 +,），所以平面 +,），平

面%；$'，所以(）G(($ '$ G，，

；，
,
，
r【解析】如图，取 ；$'$ 的中点 "，在

；；$ 上取一点），使得；$）'
$
,
；；$，连接

%$"，）"，%$），"+，",，）+，因为 "，+分

别为 ；$'$，；'的中点，所以 %$%'"+，

%$%，"+，则四边形 %$%+"为平行四边



形，所以%$"，%+，同理可知 ）"，+,，又

%$"】）"'"，%+】+,'+，%$"，）"8平

面 %$）"，%+，+,8平面 %+,，所以平面

%+,，平面 %$）"，则平面 %$）"即为平面

$，则过%$ 且平行于平面 %+,的平面 $

截四棱柱 %；'(6%$；$'$($ 所得截面图

形是'%$）"，其中 ；$）'
$
,

；；$ '$，

；$"'$， %$"'%$）'槡. ， "）'槡， ，

ABC$"%$）'
%$"

，3%$）
，6）"，

，·%$"·%$）
'（
.
，

所以 C45$"%$）'
,
.
，4'%$"）'

$
，
%$"·

%$）·C45$"%$）'
,
，
，

)，【证明】 （$）如图，取 ；$($ 的中点 $$，连

接'$$，%$$$，8%；'(6%$；$'$($ 是直四

棱柱，且四边形 %；'(为平行四边形，

9%$$$，$'且 %$$$ '$'，9 四边形

%$$'$$ 为平行四边形，9%$$，$$'，

又$$'8平面；$'($，%$$;平面；$'($，

9%$$，平面；$'($，

（，）由直四棱柱的性质易知，；；$，(($，

且；；$ '(($，9四边形 ；；$($(是平行

四边形， 9 ；(，；$($，8 ；(; 平面

；$'($，；$($8平面 ；$'($，9；(，平面

；$'($，由 （ $） 得 %$$，平面 ；$'($，又

；(】%$$'$，；(，%$$8平面 %$；(，9平

面%$；(，平面；$'($，

（,）由（，）得 ；(，平面 ；$'($，又 ；(8

平面%；'(，平面；$'($】平面%；'(';，

9；(，;，又；$($，；(，9；$($，;，

*，【证明】（$）如图"，连接 %'交 ；(于点

$，连接$+，8+为侧棱 4'的中点，$是



%'的中点，9$+，4%，84%;平面 +(；，

$+8平面+(；，94%，平面+(；，

图"

（，）设 "为侧棱 4(的中点，连接 "+，

+,，%"，如图#，8+为侧棱 4'的中点，

"为侧棱 4(的中点，9"+，('，"+'

$
，
('，8%,，('，%,'

$
，
('，9"+，%,，

"+'%,，9四边形%,+"为平行四边形，

9+,，%"，8+,;平面 4%(，%"8平面

4%(，9+,，平面 4%(，

图#

，<=> （，）设 C为侧棱 4；的中

点，连接 +,，C+，C,，如图；，8+为

侧棱 4'的中点，C为侧棱 4；的中

点，9+C，；'，8%(，；'，9+C，%(，

8+C;平面 4%(，%(8平面 4%(，

9+C，平面 4%(，同理可证 C,，平面

4%(，又+C】C,'C，且+C，C,8平面

+,C，9平面+,C，平面 4%(，8+,8

平面+,C，9+,，平面 4%(，

图；

,，（$） 【证明】由 +，,分别为线段 ；$'$，

'$($ 的中点，可得+,，；(，所以；，+，,，

(四点共面，取线段 ；(的中点 #，连接

"#，#,，如图"，因为 "，#分别为线段



(%，(；的中点，所以 "#，%；，且 "#'

$
，
%；，根据正四棱柱的性质可得 ($,，

%；，且 ($,'
$
，

%；，所以 "#，($,，且

"#'($,，所以四边形"#,($ 为平行四边

形，则 "($，,#，又 "($ ;平面 ；+,(，

,#8 平 面 ；+,(， 所 以 "($ ，平 面

；+,(，

图"

（，） 【解】存在点 N，当点 N与点 %重合

时，平面NC），平面 ；+,(，理由如下：如

图#，连接 C%，）%，C），C+，）,，由 C，+

分别为线段%$($，；$'$ 的中点可得 C+，

%$；$，%；，且 C+'%$；$ '%；，所以四边形

%；+C为平行四边形，则C%，+；，又C%;

平面；+,(，+；8平面 ；+,(，所以 C%，

平面；+,(，同理可知）%，平面；+,(，又

C%】）%'%，且 C%，）%8平面 C%），所以

平面C%），平面 ；+,(，故棱 %%$ 上（含

端点）存在点 N，使得平面 NC），平面

；+,(，此时点N即为点%，

图#

,，)，]^U`F"#

，&gU
,，)，2!m3)m3sml

,，)，e!m3)@Asm

2，+r【解析】题中正方体的平面展开图所

对应的正方体如图所示，其中点 +，,重

合，不妨设正方体的棱长为 $，连接 ；#，

；#与 '#所成角为$；#'，易知 '#'

槡， ，；#'槡, ，所以 ABC$；#''
'#
；#
'槡，

槡,
）

$
，
，即$；#'）

，
,
，， !&'；



因为 %；，'(，所以 %；与 '#所成角为

$#'('，
（
，， #&'；

因为；'，%(，,#，；''%(',#，所以四

边形；'#,为平行四边形，所以；,，'#，

， $&'；

连接；(，因为；+，'#，所以(+与'#所

成角为$；+(或其补角，而 ；+'；('

(+'槡， ，则$；+('，
,
，因此与 '#所成

角为
，
, 的直线是

(+，， ，$%，，" ，，

CD+, 求异面直线所成的角，核心

是通过平移或者构造等方法将异面直

线所成的角转化成同一平面内的两条

直线的夹角，放到同一个可解的三角形

中求解，要注意多平面平移，不能局限

于一个平面，

e，'

789:r本题利用大招攻略
，E的方法，利用三角形中位线定理构

造一条与 0'平行的直线，找到异面

直线；+与0'所成角或其补角，进而

计算求解，

【解析】如图，连接 %'，取 %'的中点 $，

连接；$，+$，由题意知+$，0'，则异面直

线；+与0'所成角为$；+$或其补角，
，"#bc5IWÕOÖI/v

w]×

易知在'；$+中，+$'
$
，

0''$，$；'

$
，
%''槡， ， ；+'槡

,
，

0%'槡, ， 则

ABC$；+$'
；+，3+$，6；$，

，；+·+$
',
3$6，
，槡,

'槡,
,
，

故异面直线；+与0'所成角的余弦值为

槡,
,
，，" $，



o， r【解析】如图，过点 %作 %#，$"，交

圆$于点#，连接$#，0#，则$0%#即为

异面直线$"与%0所成的角或其补角，

设 %$'$#'$，所以$$%#'$$#%'

@】)，则%#'$，因为轴截面 0%；为等边

三角形，所以 0%'0#'%；'，，在'%0#

中， 由 余 弦 定 理 得 ABC$0%# '

0%，3%#，60#，

，0%·%#
'（
3$6（
，F，F$

'$
（
，所以异面直

线$"与 %0所成角的余弦值为
$
（
，，

" !，

，，/r【解析】如图，分别取 %%$，%；，%$'$

的中点(，+，,，连接(+，(,，+,，则(+，

%$；，(,，%'$，(+'
$
，
%$；，(,'

$
，
%'$，

故异面直线 %$；和 %'$ 所成的角为

$,(+或其补角，在正三棱柱 %；'6

%$；$'$ 中， %；',， %%$ '（， 则 (+'

$
，
%$；'

.
，
， (,'

$
，

%'$ '
.
，
， +,'

（，3
,
，( )槡

，

'槡E,
，

，

在'(+,中，由余弦定理得 ABC$,(+'

.
，( )

，

3 .
，( )

，

6 槡E,
，( )

，

，F
.
，( )

， '6，,
.】

，因为异

面直线 %$；和 %'$ 所成角的范围是

】， ，
，( ] ，所以异面直线 %$；和 %'$ 所成

角的余弦值为
，,
.】

，，" #，



，&12 求异面直线所成的角时忽

略角的范围致错

rr利用平移线段法求异面直线所

成的角时，由于异面直线所成角的范

围是 】， ，
，( ] ，因此在使用余弦定理

时，若所求的角的余弦值为负数，应

取绝对值，

；，/r【解析】若两条不同的直线 8，=8平

面$，且;($2;(8，;(=，若两条不同的

直线 8，=8平面 $，8，=，;(8，;(=2O;(

$，所以“;(8，;(=”是“;($”的必要不

充分条件，”" #，

)， r【解析】连接 $%，$；，如图，由题意

知，球$为三棱锥 06%；'的外接球，设

球$的半径为*，则 K球'
（
, ，*, '

,，，
,

，得

*'，，由0'为球 $的直径，知 $0'$''

$%'$；'，， $0%''$0；''，
，
，在

>?'0%'中，$%0''，
（
，所以 %$(0'，

在'%$；中，%；'，槡， ，则 %；， '%$， 3

$；，，所以 %$($；，而 0'，$；8平面

；0'，0'】$；'$，所以 %$(平面 ；0'，

易知，0；'，，；''，槡, ，则 4'0；''
$
，
F，F

，槡, '，槡, ，所以三棱锥 %60；'的体积

K'
$
,
F，槡, F，F

$
，
F，'

（槡,
,

，即三棱锥

06%；'的体积为
（槡,
,

，”" !，

3456 证明直线与直线垂直的常

用方法

rr（$）等腰三角形三线合一；

rr（，）勾股定理的逆定理；

rr（,）直径所对的圆周角是直角；

rr（（）线面垂直的性质，



*， ）89:r第（，）问利用通法攻

略 ，-，先证 %'(''$，结合 %'(；'，

证得 %'(平面 ；''$；$，进而得到

%'(；'$，然后结合正方形性质和线

面垂直的判定定理可证，

【证明】（$）8侧面 ；''$；$ 为正方形，且

；$'】；'$ '+，9+为；$'的中点，

又(为；$%的中点，9(+，%'，

在直三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，%$'$，%'，

9%$'$，(+，

又 (+; 平 面 %$；$'$， %$'$ 8 平

面%$；$'$，

9(+，平面%$；$'$，

（，）在直三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，''$(

平面%；'，

8%'8平面%；'，9%'(''$，

又 %'( ；'， ；'， ''$ 8平面 ；''$；$，

；'】''$ ''，

9%'(平面；''$；$，

又；'$8平面；''$；$，9%'(；'$，

8侧面；''$；$ 为正方形，9；'$(；$'，

又；$'】%'''，；$'，%'8平面%'；$，

9；'$(平面%'；$，

,， r【解析】对于&，若直线 8，=和平面 $

所成的角相等，则直线 8，=可以相交或

异面或平行，， ，&'；

对于；，若 8(（，=(（，则直线 8，=可以相

交或异面或平行，， #&'；

对于C，若 8($，8(=，则 =与 $可能平

行，也可能=在$内，， $&'；

对于+，若 8($，=($，由线面垂直的性

质定理可得 8，=，， !$%，，" !，

-，/r【解析】因为 "'(平面 %；'(，；(8

平面 %；'(，所以 "'(；(，连接 %'（图

略），若满足"%(；(，因为"%】"''"，

"%，"'8平面 "%'，所以 ；((平面

"%'，又因为%'8平面 "%'，所以 ；((

%'，故当 ；((%'时，%'】"'''，%'，

"'8平面 "%'，则 ；((平面 "%'，又

"%8平面 "%'，所以 "%(；(，所以当

；((%'时，即可推出 "%(；(，所以四

边形%；'(为菱形，，" #，



2.，（ $） 【证明】 取 %；的中点 ），连接

+），）(，

在直三棱柱%；'6%$；$'$ 中，(，+分别为

；'，%$；$ 的中点，

故+），；；$，(），%'，又因为 ；；$(%；，

%；(%'，所以%；(+），%；(）(，

因为+）】）('），+），）(8平面+）(，

故%；(平面+）(，因为(+8平面 +）(，

所以%；((+，

（，）【解】因为；；$(平面%；'，+），；；$，

所以+）(平面%；'，

则三棱锥%6；'+的体积 K%6；'+'K+6%；''

$
,
4'%；'·+）'

$
,
F$
，
F，F，F,'，，

22，/

789:r本题为求点到平面

的距离，利用通法攻略 ,$ 中的转化

法，借助几何体的体积即可求解，

【解析】 在正三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，

%；'%%$ '，，所以 4'%；''
$
，
F， F， F

槡,
，
'槡,，

由勾股定理可得 %$；'%$'' ，，3，槡
， '

，槡， ，在等腰三角形 %$；'中，底边 ；'上

的高为 （，槡， ）
，
6 ，
，( )槡

，

'槡E ，所以等

腰三角形%$；'的面积为
$
，
F，F槡E '槡E，

设点 %到平面 %$；'的距离为 C，由

K%6%$；'
'K%$6%；'

得
$
,
· C·槡E '

$
,
F，F

槡, ，解得 C'
，槡，$
E

，，" #，

2e，/r【解析】连接 %$，%+，如图所示，因

为$，+分别为 01，'1的中点，所以 $+

为'0'1的中位线，所以$+'$，因为+；

为正三角形 '；1的中线，所以 +；'槡,，

易知$为正方形 %；'(的中心，则 $；'



槡， ，所以+；， '$；，3$+，，所以 $；($+，

'$+；为直角三角形，所以 4'$+；'
$
，
$+

·$；'槡
，
，
，因为 1+''+，所以 +到平面

%$；的距离为
$
，

$1'
$
，
，，6（槡， ）槡

，
'

槡，
，
，设 %到平面 $+；的距离为 D，因为

K%6$+；'K+6$%；，所以
$
,
·4'$+；·D'

$
,
4'$%；

·槡
，
，
，所以槡

，
，
·D'

$
，
·槡，·槡，·

槡，
，
，所

以 D'$，，" #，

CD+, 求点到平面的距离时，可

以作出或者找到过这个点的该平面

的垂线，也可以利用等体积法进行转

化，

2o，/r【解析】如图，连接 ；$(，；$($，在正

方体 %；'(6%$；$'$($ 中，(($ (平面

%$；$'$($， %$'$ 8 平 面 %$；$'$($， 则

(($(%$'$，

又；$($(%$'$，

(($，；$($8平面 (($；$，(($】；$($ '

($，所以%$'$(平面(($；$，

又；$(8平面(($；$，则有%$'$(；$(，

同理有 %$；(；$(，又 %$'$，%$；8平面

%$；'$，%$'$】%$；'%$，

所以；$((平面%$；'$，同理有 ；$((平

面%($'，所以平面%$；'$，平面%($'，

由正方体棱长为 ，槡, ，得 %$；$ '；$'$ '

；；$ '，槡, ，%$'$ '%$；'；'$ '，槡@ ，

设点 ；$ 到平面 %$；'$ 的距离为 C，由

K%$6；；$'$
'K；$6%$；'$

，

有
$
,
F$
，
F（，槡, ）

,
'$
,
F$
，
F，槡@F，槡@F

槡,
，
C，解得 C'，，

即点；$ 到平面 %$；'$ 的距离为 ，，同理



点(到平面 %($'的距离为 ，，又 ；$('

（ 槡， , ）
，
3（ 槡， , ）

，
3（ 槡， , ）槡

，
'@，

则平面%$；'$ 到平面 %($'的距离为 @6

，6，'，，，" #，

2，，【解】如图，连接 '$+，'$%，因为 %$'$，

%'，%'8平面 +%'，%$'$;平面 +%'，所

以 %$'$，平面 +%'，所以 %$'$ 到平面

+%'的距离等于'$ 到平面 +%'的距离，

设'$ 到平面 +%'的距离为 D，因为正四

棱柱%；'(6%$；$'$($ 的底面边长为 ，，

$；$%；'@】)，所以 ''$ '；；$ '%；·

?15 @】)'，槡, ，%''，槡，，因为 +为 (($

的中点，所以 (+'槡, ，所以 %+''+'

，，3（槡, ）槡
，
'槡E ，所以 4'%'+'

$
，
%'·

%+，6
%'
，( )槡

，

' $
，
F， 槡， F E6槡 ， '

槡$】 ，4'''$+
'$
，
'(·''$ '

$
，
F，F，槡, '

，槡,，因为K'$6%'+
'K%6''$+

，所以
$
,
4'%'+·

D'
$
,
4'''$+

·%(，所以
$
,
F槡$】 D'

$
,
F

，槡,F，，解得 D'
，槡,】
.

，

CD+, 当一条直线与一个平面平

行时，这条直线上任意一点到这个平

面的距离均为这条直线到这个平面

的距离，因此，在求线面距离时，常常

转化为点到平面的距离，在求一些几

何体体积时，有时也用这个思想进行

转化，



2；，'

，89:r本题为求直线与平

面所成角的正弦值，具体步骤可见通

法攻略 ，:，

【解析】如图，连接

(,， 取 '；'(的

中心 C， 则 C在

(,上，连接 %C，

则 %C ( 平 面

；'(，过点+作+/，%C，交,(于点/，则

+/(平面 ；'(，又 +为 %(的中点，则 /

为(C的中点，所以$+,(为直线 +,与

平面；'(所成的角，设正四面体 %6；'(

的棱长为 ，，则 (,'槡, ，C('
，
,
(,'

，槡,
,

，则 ABC$%(C'ABC$+(,'
C(
%(
'

，槡,
,
，
'槡,
,
，连接 %,，%,'槡, ，(,'槡, ，+

是 %(的中点， 所以 +,( %(， 所以

C45$+,('ABC$+(,'槡
,
,
，!" $，

2)， 

IJKLr当点#是%'上靠近

点%的四等分点时，证得 "#(平面

%''$%$，可得直线"#与平面 %''$%$

所成角的正弦值的最大值，因为点 "

到平面 %''$%$ 的距离是定值，所以

求线面角的最小值，转化为求 "#的

最大值，利用数形结合法求解，最后

得出结论，

【解析】连接 ；(，如图，设正方体棱长为

，，易知 ；((平面 %''$%$，当点 #是 %'

上靠近点%的四等分点时，"#，；(，

此时"#(平面%''$%$，直线"#与平面

%''$%$ 所成角的正弦值最大，为 $，

连接 "'$，当点 #与 '$ 重合时，"#最

长，"'$ ' ；"，3；'，3''，槡 $ ',，又点 "

到平面 %''$%$ 的距离为
；(
（
'槡，
，
，所以

此时直线 "#与平面 %''$%$ 所成角的

正弦值最小，即"'$ 与平面%''$%$ 所成

角的正弦值最小，为

槡，
，
,
'槡，
@
，



所以直线 "#与平面 %''$%$ 所成角的

正弦值的取值范围是 槡，
@
，$） ] ，!" !，

2*，（$） 【证明】因为四边形 %；'(是正方

形，所以%'(；(，

因为 4((平面 %；'(，%'8平面 %；'(，

所以 4((%'，

因为；(】4('(，且；(，4(8平面 4(；，

所以%'(平面 4(；，

（，） 【解】因为 4((平面 %；'(，所以

$4；(为直线 4；与平面 %；'(所成

的角，

因为四边形%；'(是正方形，且%；'$，

所以 ；(' %；，3%(槡
， '槡， ， 4正方形%；'('

%；F%('$，

因为 4；与平面%；'(所成的角为 @】)，

即$4；('@】)，所以 ?15$4；('
4(
；(
'

4(

槡，
'槡, ，解得 4('槡@ ，

所以四棱锥 46%；'(的体积 K'
$
,
F$F

槡@ '
槡@
,
，

2,， ，JKLr（$）根据正方体的结

构特征证得；$($(%$'$，由线面垂直

的性质证得 %$'$((($，再由线面垂

直的判定定理证得 %$'$ ( 平面

；$(($，最后根据线面垂直的性质即

可证明；$((%$'$，（，）由（$）进一步

证得；$+(平面 %$；'$，结合正方体

的 结 构 特 征 证 明 >?'；$+%$ :

>?'；$+'$:>?'；$+；，进而得到 +

为'%$；'$ 的外心，根据'%$；'$ 是

正三角形，即可得到 +为正三角形

%$；'$ 的中心，（,）求出 ；$+，(+的

长，由 ；$((平面 %$；'$ 得到线线垂

直关系，再根据 0(30；$ 'E3槡$,求

出0+的长，找到直线 ；$0与平面

%$；'$ 所成角，计算正切值即可，



（$）【证明】如图"，连接 ($；$，因为四边

形 %$；$'$($ 为正方形，所以 ；$($ (

%$'$，r

因为(($(平面 %$；$'$($，%$'$8平面

%$；$'$($，所以%$'$((($，

又 ；$($ 】 (($ '($， ；$($， (($ 8 平

面；$(($，

所以 %$'$(平面 ；$(($，又 ；$(8平面

；$(($，所以；$((%$'$，

图"

（，）【证明】如图#，连接 +%$，+；，+'$，

由（$）知，；$((%$'$，同理可证 ；$((

%$；，r

又 %$；】 %$'$ '%$， %$；， %$'$ 8平面

%$；'$，所以；$((平面%$；'$，

即；$+(平面 %$；'$，又 %$+，；+，'$+8

平面%$；'$，所以 ；$+(%$+，；$+(；+，

；$+('$+，

又因为%$；$ '；；$ '；$'$，

所 以 >?'；$+%$ : >?'；$+'$ :

>?'；$+；，所以+%$ '+；'+'$，

所以 +为'%$；'$ 的外心，因为 %$'$ '

%$；'；'$，

所以'%$；'$ 是正三角形，所以 +为

'%$；'$ 的中心，

图#

（,）【解】如图；，连接 0(，0；$，+%$，+；，

+0，由（，）知 +为正三角形 %$；'$ 的中

心，由题意知，%$；'槡@ ，，

在'%$+；中， 由 正 弦 定 理 得 ；+'

%$；C45
，
@

C45
，，
,

'
槡@ ，F

$
，

槡,
，

'槡， @ ，



；$+' ；；，$6；+槡
， ' @，6（ 槡， @ ）槡

，
'槡， ,，

因为；$(' @，3@，3@槡
， '槡@ , ，所以 (+'

；$(6；$+'槡（ ,，

因为 ；$(( 平 面 %$；'$， 0+8 平 面

%$；'$，所以0+(；$(，

即；$+(0+，(+(0+，

0(30；$ 'E 3槡$, ， 即 0+，3槡 （: 3

0+，3槡 $， 'E3槡$, ，

又0+D】，解得0+'$，

所以点 0的轨迹是以点 +为圆心，$ 为

半径的圆，

因为；$+(平面%$；'$，所以；$0与平面

%$；'$ 所成角为$；$0+，

而?15$；$0+'
；$+
0+
' 槡， ,
$
' 槡， , ，又 】）

$；$0+）
，
，
，

故直线；$0与平面%$；'$ 所成角的正切

值为 槡， ,，

图；

2，+r【解析】在正方形%；'(中，%(((,，

%；(；+，所以折起后 %）(,），%）(+），

又,）】+）'），,），+）8平面+,），所以

%）(平面 +,），， ，$%；因为 %）】

%C'%，所以%C与平面+,）不垂直，，#

&'；因为 %,8平面 %+,，$）,%）
，
，
，

所以）,与平面%+,不垂直，， $&'；

不妨设正方形%；'(的边长为 $，易知空

间图形中，）C'槡
，
（
，%C'

,槡，
（

，%）'$，因

为%），））C， 3%C，，所以$）C%）
，
，
，又

%C8平面 %+,，所以 ）C与平面 %+,不

垂直，， !&'，，" ，，



3456 证明直线与平面垂直的常

用方法

rr（$）利用线面垂直的判定定理，

rr（，）利用“两平行线中的一条与

平面垂直，则另一条也与这个平面垂

直”，

rr（,）利用“一条直线垂直于两个

平行平面中的一个，则也垂直于另一

个平面”，

e，/r【解析】直线 ；0与下底面 %；'(所

成角等于直线；0与上底面 %$；$'$($ 所

成角，连接 ；$0，如图，因为 ；；$(平面

%$；$'$($，0；$ 8平面 %$；$'$($，所以

；；$(0；$，故$；0；$ 为直线 ；0与上底

面%$；$'$($ 所成角，则$；0；$ '@】)，因

为；；$ '$，所以 0；$ '
；；$
?15 @】)

'槡,
,
，故点

0的轨迹为以 ；$ 为圆心，槡
,
, 为半径

，位

于上底面%$；$'$($ 内的圆的
$
（
，故轨迹

长度为
$
（
F，，F槡

,
,
'槡,
@ ，，，" #，

o， r【解析】如图，取线段 %(的中点 C，

连接+C，,C，

因为 +，C分别为 %；，%(的中点，所以

+C，；(且+C'
$
，
；('

$
，
F（'，，同理可

得,C，%'且,C'
$
，
%''

$
，
F（'，，所以

异面直线 ；(，%'所成的角为$+C,或

其补角，

"若$+C,'@】)，则'+C,是边长为 ，



的等边三角形，故+,'，，

#若$+C,'$，】)，因为+C',C'，，所以

'+C,为 等 腰 三 角 形， 且 $C+,'

$C,+',】)，取 +,的中点 ），连接 C），

则C）(+,，且 +,'，+）'，+CABC,】)'

（F槡
,
，
'槡， ,，

综上所述，+,'，或 槡， ,，，" !，

，，+r【解析】设 ；在底面 %'(的射影为

+，过点 %作 %C，'(，作 +,(%C，交 %C

于点 ,，连接 ；,，%+，如图所示，则 $为

$；%C或其补角， ） 为$；%+( $， ）0

】， ，
，( ] ) ，

由；+(平面 %'(，%C8平面 %'(得

%C(；+，又 +,(%C，+,】；+'+，+,，

；+8平面 ；+,，所以 %C(平面 ；+,，又

；,8平面；+,，所以%C(；,，

所以ABC$'%ABC$；%C%'
%,
%；
'%,
%+

·
%+
%；
'

ABC$+%,· ABC$；%+'ABC$+%,·

ABC）,ABC），则$*），

因为%；'%'',，；('，'('，槡，，%('槡.，

由余弦定理知ABC$%(；'
.3:6-
（槡$】

' $

槡$】
，

同理ABC$%(''6
$

槡$】
，

所以C45$%(；'C45$%('，

因为 4'%；('
$
，
%(·；(C45$%(；，4'%'('

$
，
%(·'(C45$%('，

所以 4'%；('，4'%'(，

点；到平面%'(的距离为；+，设点'到

平面%；(的距离为 D，

则由K；6%'('K'6%；(，得 D'
$
，
；+，



因为 C45 ）'
；+
%；
'；+
,
，C45 ('

D
%'
'；+
@ 且

(0 】， ，
，( ] ，

所以C45 ）'，C45 (D，C45 (ABC('C45 ，(，

又C45 ('
；+
@
）
%；
@
'$
，
，所以 】）(）

，
@
，所

以 ）D，(，综上，$*）D，(，

，" ，，

；，@槡$E

IJKLr先证明线面垂直进

而证明+,(0'，求出'0+,的面积，

【解析】如图，过点 '作 ；(的平行线与

直线 %；，%(分别交于点 +，,，连接 %'，

0+，0,，则%+'%,'@，+,'@槡，，

由0%(平面 %；'(，+,8平面 %；'(，可

得0%(+,，由四边形 %；'(是正方形及

；(，+,，可得%'(+,，

因为%'】0%'%，%'，0%8平面 0%'，所

以+,(平面 0%'，又 0'8平面 0%'，所

以+,(0'，

因为 0%'（， %'', 槡， ， 所 以 0''

0%，3%'槡
， '槡,（ ，所以'0+,的面积

为
$
，
·+,·0''@槡$E，

)，【解】存在点 1，使得 0'(平面 (+1，此

时
0；
1；
',，证明如下：

连接 ；(（图略），易得 ；('槡， ，；''

$，3（，6$）槡
， '槡， ， 因为 0(( 底面

%；'(，'(，；(8底面 %；'(，所以 0((

'(，0((；(，则 0'' ，，3，槡
， '，槡， ，

0；' ，，3（槡， ）槡
，
'槡@ ，则 0；， 3；'， '

0'，，故 0；( ；'，当
0；
1；
', 时， 01'

，
,
0；'

，槡@
,

，0+'
$
，
0''槡， ，ABC$；0''



0；
0'
'槡,
，
，所以由余弦定理得 1+， '01，3

0+，6，01·0+·ABC$；0''
，
,
，则 1+，3

0+， '01，，故 1+(0'，因为 0(''(，+

是0'的中点，所以 (+(0'，1+】(+'

+，1+，(+8平面 (+1，所以 0'(平面

(+1，故存在点 1，使得 0'(平面 (+1，

此时
0；
1；
',，

*，【解】（$）在正三棱柱 %；'6%$；$'$ 中，因

为%%$(平面 %；'，；(8平面 %；'，所以

%%$(；(，因为'%；'为等边三角形，(

为 %'的中点，所以 %'(；(，又因为

%%$】%''%，%%$，%'8平面 %%$'$'，所

以；((平面%%$'$'，又因为 %'$8平面

%%$'$'，所以 ；((%'$，所以直线 ；(与

%'$ 所成角的大小为 -】)，

，<=> 如图"，取 ''$ 的中点 +，

连接(+，；+，因为 (为 %'的中点，

所以(+，%'$，故$；(+或其补角为

直线 ；(与 %'$ 所成的角，设 %''

，8，''$ '，=，因为'%；'为正三角形，

所以 ；('槡, 8，在>?''(+中，(+'

8，3=槡
， ， 在 >?'；'+ 中， ；+ '

（8，3=槡
， ，所以；+， '；(，3(+，，所以

$；(+'-】)，所以直线 ；(与 %'$ 所

成角的大小为 -】)，

图"

（，）如图#，连接 '$(，由（$）知，；((平

面%%$'$'，又 '$(8平面 %%$'$'，所以

；(('$(且$；'$(即为直线 ；'$ 与平

面%%$'$'所成的角，设等边三角形 %；'

的边长为 ，，则''$ '%%$ '%；'；''，，所

以 ；( ' %；C45 @】)'槡, ， ；'$ '

；'，3''$槡
， '，槡， ，所以在>?'；'$(中，



C45$；'$('
；(
；'$
'槡,

槡， ，
'槡@
（
，即直线 ；'$

与平面%%$'$'所成角的正弦值为
槡@
（
，

图#

,，（$）【证明】取%'的中点+，连接 4+，；+，

因为 %；'；'，4%'4'，且 +为 %'的中

点，所以 4+(%'，；+(%'，

又 4+】；+'+，4+，；+8平面 4；+，所以

%'(平面 4；+，

由于 4；8平面 4；+，故%'(4；，

（，）【解】易知''；4:'%；4，因为 4'(

；'，所以 4%(；%，

设；4的中点为 $，连接 $%，$'，则 $到

%，；，'，4四点的距离相等，故 $为三棱

锥 46%；'的外接球的球心，

因为%；'；''，，%''%4''4'，槡， ，所以

4+'槡@ ，4；'，槡, ，+；'槡，，

设 4到平面 %；'的距离为 C$，；到平面

4%'的距离为 C，，

由等 体 积 法 可 得 K46%；' 'K；64%'， 则

$
,
4'%；'FC$ '

$
,
4'4%'FC，，即

$
,
F$
，
F，F

，C$ '
$
,
F $
，
F，槡， F槡@ C，，解得 C$ '

槡, C，，

由 余 弦 定 理 可 得 ABC$4+； '

4+，3+；，64；，

，4+·+；
'6槡,
,
，又$4+；0（】，，），

所以C45 $4+；'槡
@
,
，

所以 C$ '4+FC45（，6$4+；）'槡@ F
槡@
,
'



，，从而 C， '
槡， ,
,

，

故球心$到平面 4%'的距离为槡
,
,
，

,，)，o，@A)@Asm

2，/r【解析】对于"，显然混淆了平面与

半平面的概念，是错误的；对于#，由于

8，=分别垂直于两个半平面，所以也垂直

于二面角的棱，但由于异面直线所成的

角为锐角或直角，所以 8，=所成的角与

二面角相等或互补，是正确的；对于；，

因为所作射线不垂直于棱，所以是错误

的；%是正确的，； #$%，

e，+

789:r本题为求有棱二面

角的平面角问题，利用大招攻略 ,】

中的定义法求解即可，

【解析】在四面体 %6；'(中，取 %；的中

点$，连接 '$，($，如图，由 %('；('

%；'（，%''；'，$%'；'，
，
，得 $'(%；，

$((%；，因此$'$(是二面角 '6%；6(

的平面角，在''$(中，$''，，$('

，槡,，'('，槡E，由余弦定理得ABC$'$('

$'，3$(，6'(，

，$'·$(
'（
3$，6，:
，F，F，槡,

'6槡,
，
，而 】,

$'$(,，，则$'$('
.，
@
，所以二面角

'6%；6(的大小为
.，
@
，； ，$%，

o，/r 【解析】 如图，设正四棱锥为 06

%；'(，连接%'，；(交于点 $，连接 0$，

则0$(底面 %；'(，作 $+('(于点 +，

连接 0+，而 '(8底面 %；'(，则 0$(

'(，而$+】0$'$，$+，0$8平面 0$+，



故'((平面0$+，又 0+8平面 0$+，故

'((0+，故$0+$即为平面 0'(与底

面 %；'(所成的角，也即正四棱锥 06

%；'(的侧面与底面所成的角，因为正四

棱锥的侧面积是底面积的槡， 倍，故

（4'0'('槡， F（4'$'(，即 4'0'('槡， 4'$'(，

即
$
，
'(F0+'槡

，
，
'(F$+，即

$+
0+
'槡，
，
，在

>?'0$+中， ABC$0+$'
$+
0+
'槡，
，
， 则

$0+$'（.)，即正四棱锥的侧面与底面所

成二面角的大小为 （.)，， #$%，

，，/

IJKLr取 %'的中点为 $，

连接 $；，$(，；(，利用余弦定理求

；(，ABC$；'(，进而得 C45$；'(，由

平面；'(截三棱锥；6%'(的外接球

所得截面为圆，即为'；'(的外接

圆，设该圆的半径为5，最后利用正弦

定理求5，进而即可得解，

【解析】如图，取 %'的中点为 $，连接

$；，$(，；(，由题意有 %('(''；%'

；''（，所以($(%'，；$(%'，

所以$($；为二面角 ；6%'6(的平面

角， 所 以 $($；'
，，
,
， $('$；'

$
，

%；，3；'槡
， '，槡，，

由余弦定理有 ；(， '$(， 3$；， 6，$(·

$；ABC
，，
,
':3:6，F，槡，F，槡，F6

$
，( ) '

，（，所以；('，槡@，

又 由 余 弦 定 理 得 ABC$；'( '



；'，3('，6；(，

，；'·('
'$@
3$@6，（
，F（F（

'$
（
，

所 以 C45 $；'(' $6ABC，$槡 ；'( '

$6
$
（( )槡

，

'槡$.
（

，

由平面 ；'(截三棱锥 ；6%'(的外接球

所得截面为圆，即为'；'(的外接圆，设

该圆的半径为5，

由正弦定理得
；(

C45$；'(
' 槡， @

槡$.
（

' 槡: $】
.
'

，5，所以5' 槡（ $】
.

，

所以该圆的面积 4'，5， '，F
$@】
，.
',，，
.

，

，" #，

；，
,，
（
r【解析】如图，过点 ；作 ；+，%(且

；+'%(，连接 (+，'+，因为 %((%；，所

以四边形 %；+(是矩形，；+(%；，又

；'(%；，所以$'；+是所求二面角的平

面角，

因为 (+，%；，；'(%；，则 ；'((+，又

；+((+，；'】；+'；，；'，；+8平面

；'+，所以(+(平面 ；'+，而 '+8平面

；'+，所以(+('+，(+'%；'. 0，所以

'+' ('，6(+槡
， ' ，.F@6槡 ，. '.槡. （0），

；+'%('.槡， 0，由题可知 ；''. 0，

则 ABC $'；+ ' ；'，3；+，6+'，

，；'·；+
'

，.3.】6$，.
，F.F.槡，

'6槡，
，
，因为$'；+是三角形

的内角，所以$'；+'
,，
（
，即水库底面与

水坝斜面所成的二面角的大小为
,，
（
，

)，/r【解析】由 2，），得在平面 ） 内有一

条直线;与2平行，又 2($，所以 ;($，

所以 $( ）；由 2($，$( ），得 2，）

或28），故“2，）”是“$(）”的充分不

必要条件，， #”%，



*，'r【解析】对于 C，因为 %；''；，%('

'(，+是%'的中点，所以 ；+(%'，(+(

%'，因为 (+】；+'+，(+，；+8平面

；(+，所以 %'(平面 ；(+，因为 %'8平

面%；'，所以平面 %；'(平面 ；(+，同理

%'8平面 %'(，所以平面 %'((平面

；(+，， $$%；

对于&，；，由于平面 %；'(平面 ；(+，平

面；(+】平面%；('；(，而；(不垂直于

平面%；'，故平面 %；'与平面 %；(不垂

直，同理可得平面 %；'与平面 ；'(不垂

直，， ，##&'；

对于+，平面 %；'与平面 %'(不一定垂

直，， !&'，

,，"#%r 【解析】 对于"，由正方体

%；'(6%$；$'$($ 知 %；，%$；$，'$($，且

%；'%$；$ ''$($，

9四边形%；'$($ 是平行四边形，

9；'$，%($，又 ；'$;平面 %($'，%($8

平面%($'，

9；'$，平面%($'，又8点0在线段 ；'$

上运动，

9点0到平面%($'的距离为定值，

又8'%($'的面积为定值，

9三棱锥 06'($%的体积不变，即三棱

锥%6($0'的体积不变，，-$%，

对于#，连接 %$；，%$'$，%$0，如图甲所

示，%$'$，%'且%$'$ '%'，由"知，%($，

；'$，8%$'$】；'$ ''$，且%$'$，；'$8平

面；%$'$，%'】%($ '%，且%'，%($8平面

%'($，

9平面 ；%$'$，平面 %'($，又 %$08平

面；%$'$，

9由面面平行的性质可得 %$0，平面

%'($，，.$%，

图甲

对于；，如图乙，连接(0，'0，



图乙

8 ('( 平 面 ；''$；$， ；'$ 8 平 面

；''$；$，9('(；'$，若(0(；'$，

8('】(0'(，('，(08平面('0，

9；'$(平面 ('0，又 0'8平面 ('0，

9；'$(0'，则0为；'$ 的中点，与 0为

动点矛盾，，/&'，

对于%，如图丙，连接 (；$，(0，0；$，；(，

；$($，%$(，；$'，

图丙

由 %'(对角面 ；(($；$， (；$ 8平面

；(($；$，知 (；$(%'，由 %($(对角面

%$；$'(，(；$8平面 %$；$'(，知 (；$ (

%($，又 %'】%($ '%，%'，%($ 8平面

%'($，9(；$(平面 %'($，8(；$8平面

0(；$，9平面 0(；$(平面 %'($，，T

$%，

-，【证明】 （$）8几何体 %；'(6%$；$'$($

是正方体，9；；$，(($，且 ；；$ '(($，

9四边形；(($；$ 是平行四边形，9；(，

；$($，又8；(;平面；$($'，；$($8平面

；$($'，9；(，平面 ；$($'，同理，%$；，

平面；$($'，且 %$；】；('；，%$；，；(8

平面%$；(，9平面%$；(，平面'；$($，

（，）8几何体 %；'(6%$；$'$($ 是正方

体，9%%$ (平面 %；'(，又 ；(8平面

%；'(，9%%$(；(，

又8；((%'，%$%】%''%，%$%，%'8平

面%''$%$，9；((平面%''$%$，又；(8

平面%$；(，9平面%$；((平面%''$%$，

2.，/r【解析】如图，过点#作#）(%；，垂

足为），连接"），"；，



而"#(%；，"#】）#'#，"#，）#8平面

"#），则%；(平面"#），

又"）8平面 "#），则 %；("），又平面

%；'((平面%；+,，

平面%；'(】平面 %；+,'%；，"）8平面

%；'(，则"）(平面%；+,，

又）#8平面 %；+,，于是 "）(#），而

）#'）；，因此 >?'；）":>?'#）"，即

"；'"#'，，

则点 "的轨迹是以 ；为圆心，， 为半径

的圆弧，所以 ("的最小值为 (；6， '

槡， ，6，，，" #，

AB+, （$）由面面垂直可证明线

面垂直，且一定注意两点："直线必

须在其中一个平面内；#直线必须垂

直两平面交线，

（，）面面垂直的性质定理是作辅助线

的一个重要依据，我们要作一个平面

的一条垂线，通常是先找这个平面的

一个垂面，在这个垂面中，作交线的

垂线，

22， r【解析】如图，连接 %"，因为 %((

%；，平面 0%；(平面 %；'(，平面 0%；】

平面 %；'('%；，%(8平面 %；'(，所以

%((平面 0%；，因为 %"8平面 0%；，所

以%((%"，因为 %(，；'，所以 ；'(平

面0%；，因为；"8平面 0%；，所以 ；'(

；"，又 %0'%；'，，所以 %"'
$
，

0；'

$
，
，，3，槡

， ' 槡， ， 所 以 (" '

，，3（槡， ）槡
，
'槡@ ，'"' ，，3（槡， ）槡

，
'

槡@ ，所 以 在 ''(" 中， 由 余 弦 定 理

得 ABC $("' ' ("，3'"，6'(，

，("·'"
'

（槡@）
，
3（槡@）

，
6，，

，F槡@F槡@
'，
,
，， !）%，



2e，'r【解析】如图，取 %；的中点 +，连接

'+，0+，

因为底面%；'与侧面0%；均是边长为 ，

的正三角形，

所以'+(%；，0+(%；，

因为平面0%；(平面%；'，平面0%；】平

面%；''%；，且0+8平面0%；，

所以0+(平面%；'，

在'+上取点 ,，使得 ','，+,，故 ,为

等边三角形%；'的中心，

该三棱锥外接球的球心$在平面%；'上

的投影为,，连接$,，

其中0+''+'，C45 @】)'槡, ，+,'
$
,
'+'

槡,
,
，','

，
,
'+'

，槡,
,

，

设$,'C，连接 $0，$'，过点 $作 $C(

0+于点C，

则+C'$,'C，0C'槡,6C，$C'+,'
槡,
,
，

设 $0'$''5，则 ',， 3$,， '$C， 3

0C， '5，，

即
，槡,
,( )

，

3C， ' 槡,
,( )

，

3（槡, 6C）
，，解得

C'槡
,
,
，

所以 5， ' ，槡,
,( )

，

3槡,
,( )

，

'.
,
，即该三

棱锥外接球的表面积是 （，5， '
，】，
,

，，

" $，



;<=> 取%；的中点 +，连接 '+，

0+（图略），

因为底面 %；'与侧面 0%；均是边长

为 ，的正三角形，且平面 0%；(平面

%；'，所以 '+(%；，0+(%；，所以

$0+''，
，
，

由对称性可知球心 $在$0+'的角

平分线上，

设三棱锥外接球的球心 $在平面

%；'上的投影为 ,，连接 $,，$'，$+

（图略），

因为底面 %；'是边长为 ， 的正三

角形，

所以 ,为底面 %；'的中心，所以

,+'$,'槡
,
,
，','槡

， ,
,

，

，"#�}I~�&Ø¶O

ÙÚ5/�nzØÛOÙØ/9:

',G,+'， G$

设 $''5，所以 5， '',， 3$,， '

，槡,
,( )

，

3槡,
,( )

，

'.
,
，

即该三棱锥外接球的表面积是

（，5， '
，】，
,

，，" $，

2o，（ $） 【证明】 如图，在三棱柱 %；'6

%$；$'$ 中，连接 (($，%$(，由 (，($ 分别

为；'，；$'$ 中点，

得(($，；；$，%%$，(($ '；；$ '%%$，则四

边形%(($%$ 为平行四边形，%$($，%(，

由$；%''-】)，得%('；(，由%$；'%$'，

得%$((；'，

则%%，$ '%$；
， '%$(

，3；(， '%$(
，3%(，，于

是%((%$(，由%；'%'，得%((；'，

而%$(】；''(，%$(，；'8平面 %$；'，则

%((平面%$；'，所以%$($(平面%$；'，



（，）【解】由（$）知，；'(%(，；'(%$(，

%$(，%(8平面 %(($%$，%(】%$('(，所

以；'(平面%(($%$，

而；'8平面 ；''$；$，则平面 ；''$；$(

平面%(($%$，

在平面%(($%$ 内过%$ 作 %$$((($，交

(($ 于 点 $， 平 面 ；''$；$ 】 平 面

%(($%$ '(($，

因此 %$$(平面 ；''$；$，连接 ；$，则

$%$；$是直线%$；与平面 ；''$；$ 所成

的角，

由%；'%''，，%$%'（，得%$($ '%('槡， ，

%$(' %%，$6%(槡
， '槡$（ ，(($ '%%$ '（，

在 >?'%$(($ 中， %$$'
%$(·%$($

(($
'

槡$（F槡，
（

'槡E
，
，

在 >?'%$$；中， C45 $%$；$'
%$$
%$；

'

槡E
，
（
'槡E
:
，

所以直线 %$；与平面 ；''$；$ 所成角的

正弦值为
槡E
:
，

（,）【解】由（$）得 %$($(%$(，又 ；''

槡， ， ，%$%'（，

则 %$($ '%('槡， ，%$('槡$（ ，(($ '

%%$ '（，由（，）得%$$'
槡E
，
，

过点%$ 作%$+(平面；''$；$ 于+，连接

(+，由；'8平面；''$；$，得%$+(；'，

而%$((；'，%$(】%$+'%$，%$(，%$+8

平面%$(+，则；'(平面%$(+，

又(+8平面 %$(+，则 (+(；'，$%$(+

是二面角%$6；'6'$ 的平面角，

显然%$+,%$$，当且仅当 +，$两点重合

时取等号，C45 $%$(+'
%$+
%$(

,
%$$
%$(

'

槡E
，

槡$（
'槡，
（
，

所以二面角%$6；'6'$ 的正弦值的最大



值为
槡，
（
，

2，， 

Copyr对于 &，先证 ；$($，

平面 %$；(和 ；$'，平面 %$；(，即可

由面面平行的判定定理判断；对于 ；，

由 &结合题意即可判断；对于 C，由

三棱锥%6%$；(是正三棱锥，）为 %

在'%$；(面内的投影且该投影落在

'%$；(的中心即可判断；对于 +，由

选项 C得点 ）是'%$；(的垂心，且

为'%$；(的重心，得到点 ）到底面

；$%$($ 的距离为
，
,

%%$ '
，
,
，再由

K；$6）%$($
'K）6；$%$($

即可求解，

【解析】对于 &，由正方体的性质可知

；；$，(($，且 ；；$ '(($，；$%$，'(且

；$%$ ''(，

所以四边形 ；；$($(和 ；$%$('均为平

行四边形，所以；(，；$($，；$'，%$(，

因为；(，%$(8平面 %$；(，；$($，；$';

平面%$；(，

所以；$($，平面%$；(，；$'，平面%$；(，

又；$($，；$'8平面；$'($，；$($】；$''

；$，所以平面 %$；(，平面 ；$'($，， ，

$%；

对于；，由题意 %）(平面 %$；(，又平面

%$；(，平面；$'($，

所以%）(平面；$'($，， #$%；

对于 C，由正方体性质可知 %；'%('

%%$，%$；'%$('；(，

所以三棱锥%6%$；(是正三棱锥，则由题

可知）为%在'%$；(面内的投影，

该投影落在'%$；(的中心，所以点 ）是

'%$；(的垂心，， $$%；

对于 +，因为点 ）是'%$；(的垂心，且

为'%$；(的重心，如图，取 ；(的中点

$，连接%$$，则点 ）在 %$$上，且 %$）'

，
,
%$$，所以点 ）到底面 ；$%$($ 的距离

为
，
,
%%$ '

，
,
，



所以三棱锥；$6）%$($ 的体积 K；$6）%$($
'

K）6；$%$($
'$
,
F$
，
F$F$F

，
,
'$
-
，! !&

'，!" !，

2；，+/ 

IJKLr由面面垂直的性质

定理及线面垂直的判断定理可判断

&；取%(中点为,，连接+,，；,，则可

得$；+,（或其补角）为 ；+与 0(所

成角，由面面平行的判断定理以及性

质定理可得 ；,( 平 面 0%(， 在

>?'；+,中，利用勾股定理求解即

可；由题意可得三棱锥 06%'(的外

接球球心为 %'的中点，求得其半径

为
,
，
，再求出外接球的表面积，即可

判断C；确定动点1的轨迹是以 ,为

圆心，$为半径的半圆，即可判断+，

【解析】因为平面0%((平面%；'(，平面

0%(】平面 %；'('%(，又 '(8平面

%；'(，'((%(，所以 '((平面 0%(，又

因为%08平面0%(，所以%0('(，

又因为%0(0(，0(】'('(，0(8平面

0'(，'(8平面0'(，

所以%0(平面0'(，! ，，%；

取%(的中点为,，连接+,，；,，

因为+为%0中点，所以+,，0(，

所以$；+,（或其补角）为 ；+与 0(所

成角，

又+,;平面 0'(，0(8平面 0'(，所以

+,，平面0'(，

又因为；+，平面0'(，+,】；+'+，+,8



平面 ；+,，；+8平面 ；+,，所以平面

；+,，平面0'(，

又平面 ；+,】平面 %；'('；,，平面

0'(】平面%；'(''(，所以'(，；,，

又'((平面0%(，所以 ；,(平面 0%(，

而+,8平面 0%(，所以 ；,(+,，易知

；,' %；，6%,槡
， '，，+,'$，

所以?15$；+,'
；,
+,
'，，， #$%；

因为'%0'和'%('为直角三角形，

所以三棱锥06%'(的外接球球心为 %'

的中点，

又因为%0'0('，，$%0('-】)，

所以 %(' 槡， ， ， %'' %(，3'(槡
， '

:3槡 $ ',，所以外接球半径为
,
，
，

所以三棱锥 06%'(的外接球的表面积

为 （，·
,
，( )

，

'-，，， $&'；

连接 0,，,1，01，则 0,为四棱锥 06

%；'(的高，

又01'槡, ，%(' 槡， ， ，所以 0,'
$
，
%('

槡， ，故1,' 01，60,槡
， '$，所以动点 1

的轨迹是以 ,为圆心，$ 为半径的半圆，

其长度为，，， !$%，，" ，#!，

2)，槡
,
,

IJKLr将正三棱台补形为

正三棱锥，再利用对角线互相垂直的

平行四边形是菱形，从而可得该几何

体为正四面体，进而在正四面体中求

线面角的余弦值即可，

【解析】 如图，延

长 %$%，， ；$；，，

'$'， 交于点 0，

由 于 %$；$ '

，%，；， '（， 所 以

%，，；，，'， 分别为

0%$，0；$， 0'$ 的 中 点， 连 接 "#，

%，"，；，#，

因为"，#分别为棱 '$%$，'$；$ 的中点，



所以"#，%$；$，且"#'
$
，
%$；$，

又因为%，；，，%$；$，且 %，；， '
$
，
%$；$，所

以"#，%，；， 且%，；， '"#，

即四边形"#；，%， 是平行四边形，又因为

%，#(；，"，

所以四边形"#；，%， 是菱形，即"#'"%，，

又因为"%， '
$
，
0'$，"#'

$
，
%$；$，所以

0'$ '%$；$，

则0'$ '0%$ '0；$ '%$；$ '；$'$ '%$'$，

即四面体06%$；$'$ 是正四面体，

设1为%$；$ 的中点，连接01，'$1，

可得'$1(%$；$，01(%$；$，

又因为 '$1】 01'1， '$1， 018 平

面0'$1，

所以%$；$(平面0'$1，又因为%$；$8平

面0%$；$，

所以平面0%$；$(平面0'$1，

即直线 '$'， 与平面 %$；$；，%， 所成角

为$'$01，

易知0'$ '（，01'槡， , ，'$1'槡， , ，

则ABC$'$01'
（，3$，6$，
，F（F槡， ,

'槡,
,
，

2*，（$） 【证明】因为 +，,分别是边 %；，%(

的中点，所以 +,，；(，因为 +,;平面

；'(，；(8 平面 ；'(， 所以 +,，平

面；'(，

（，）【证明】因为平面 %$；((平面 ；'(，

平面 %$；(】平面 ；'('；(，'(8平面

；'(，'((；(，所以 '((平面 %$；(，因

为%$；8平面%$；(，所以'((%$；，因为

%$；(%$(，%$(】'('(，%$(，'(8平面

%$'(，所以%$；(平面%$'(，因为 %$；8

平面%$；'，所以平面%$；'(平面%$'(，

（,） 【解】%$'与 ；(不可能垂直，理由

如下，

假设%$'(；(，因为'((；(，%$'】'('

'，%$'，'(8平面 %$'(，所以 ；((平面

%$'(，因为%$(8平面 %$'(，所以 ；((

%$(，与%$；(%$(矛盾，故 %$'与 ；(不



可能垂直，

2， r【解析】对于 &，若 $(），28$，:8

），则2，:可能平行、相交或异面，，，&

'；

对于；，若2不垂直于 $，且 :8$，则 2

有可能与 :异面垂直，， #&'；

对于C，若2，$，$，），则 2，） 或 28），

， $&'；

对于+，若2，:是异面直线，28$，2，），

:8），:，$，则在直线2上任取一点0，过

直线 :与点0确定平面(，设(】$'（，又

:，$，则 :，（， :8 ），（; ），所以 （，），

又2，），28$，（8$，2】（'0，所以 $，

），， !$%，

e，+r【解析】因为平面 0%((平面 %；'(，

平面0%(】平面%；'('%(，

'(8平面 %；'(，'((%(，所以 '((平

面 0%(， 又 '(8 平面 0'(， 故平面

0'((平面0%(，

取 0(的中点 "，连接 %"，'"，如图

所示，

平面0'(】平面0%('0(，平面%"8平

面0%(，

'0%(为等边三角形，则 %"(0(，故

%"(平面0'(，

则直 线 %'与 平 面 0'( 所 成 角 即

为$%'"，

令 ；''8，则 %；'槡， 8，%''槡, 8，%"'

槡,
，
8，

故C45$%'"'
%"
%'
'$
，
，，" ，，

o，'r【解析】对于"，由二面角 %6；'6(

为直二面角，可得平面%；'(平面；'(，

又因为平面 %；'】平面 ；'('；'，'((

；'，且'(8平面；'(，

所以'((平面%；'，WX-$%；



对于#，由 '((平面 %；'，且 %；8平面

%；'，可得%；('(，

又因为 %；(%'，且 %'】'(''，%'，

'(8平面%'(，

所以%；(平面%'(，，X.$%；

对于；，由 %；(平面 %'(，且 %；8平面

%；(，所以平面 %；((平面 %'(，，X/

$%；

对于%，因为 '((平面 %；'，且 '(8平

面；'(，可得平面%；'(平面；'(，

若平面%；((平面 ；'(，且平面 %；(】

平面%；''%；，可得%；(平面；'(，

又因为；'8平面；'(，所以%；(；'，

因为%；与；'不垂直，所以矛盾，所以平

面 %；(和平面 ；'(不垂直，，XT&

'，!" $，

，，'r【解析】如图"所示，

取%；的中点"，'(的中点 #，连接 "+，

"#，#,，+,，+#，易知 "，+，#，,四点

共面，

由'+%；是等腰直角三角形，%+(；+，

得"+(%；，"#(%；，

又"+】"#'"，

"+，"#8平面"+#,，

所以%；(平面"+#,，

又%；8平面%；'(，%；8平面 +%；，所以

平面%；'((平面 "+#,，平面 +%；(平

面"+#,，又平面 +%；，平面 ,('，所以

平面,('(平面"+#,，

又+,8平面"+#,，且+,(平面%；'(，

平面"+#,】平面%；'('"#，

所以+,("#，

又平面+%；，平面,('，且平面+%；】平

面"+#,'"+，平面,('】平面"+#,'

#,，所以"+，#,，

则作出平面 "+#,的示意图，如图#

所示，

设+,】"#'$，则'$"++'$#,，所以

$"
$#
'"+
#,

，

又"+'
$
，
%；'，，#,'槡

,
，

%；'，槡, ，则



$"
$#
'槡,
,
，

由"#'%(',3槡, ，所以 $"'槡, ，$#'

,，$+"$'$,#$',】)，

过点$作01("+与"+，#,分别交于点

0，1，则01的长即为两平面间的距离，

01'$03$1'
$
，
$"3

$
，
$#'槡

,3,
，

，，

" $，

图" 图#

；，,r【解析】8%；(平面 ；'(，%；8平面

%；(，%；8平面%；'，

9平面 %；((平面 ；'(，平面 %；'(平

面；'(，又'(8平面；'(，9%；('(，

又；'('(，%；】；''；，%；，；'8平面

%；'，9'((平面%；'，

又 '(8平面 %'(，9平面 %'((平

面%；'，

故互相垂直的平面有 ,对，

)， IJKLr（$）由题意可求出

%；'槡, ，进而可知；'(%；，由题可知

0%('；，从而可证；'(平面 0%；，再

由线面平行的性质定理可得%(，；'，

进而可得%((平面0%；，再由线面垂

直的性质可证 %((0；，（，） （））利

用面面垂直的性质定理可得 %1(平

面0'(，再利用线面垂直的性质可得

%1('(，进而可证 '((平面 0%(，

进而可证 '((%(；（（）先找出二面

角%60'6(的平面角，再在三角形中

求解即可，

（$）【证明】在'%；'中，%''，，；''$，

$；%'',】)，

由余弦定理得 ；'， '%；， 3%'， 6，%；·

%'·ABC$；%'，r

即 $'%；，3（6，槡,%；，解得%；'槡, ，

8%；，3；'， ',3$'（'%'，，9；'(%；，



80%(底面 %；'(，；'8平面 %；'(，

90%(；'，

8%；】0%'%，0%，%；8平面0%；，

9；'(平面0%；，

8%(，平面 0；'，%(8平面 %；'(，平面

0；'】平面%；'('；'，

9%(，；'，9%((平面0%；，

80；8平面0%；，9%((0；，

（，）（））【证明】如图"所示，

图"

过点%作%1(0(于点1，

8平面 0%((平面 0'(，平面 0%(】平

面0'('0(，%18平面0%(，

9%1(平面0'(，

8'(8平面0'(，9%1('(，

又80%(平面 %；'(，'(8平面 %；'(，

90%('(，

80%】%1'%，0%，%18平面0%(，

9'((平面0%(，

8%(8平面0%(，9'((%(，

（（）【解】易知$'；%'-】)，

9$'；%'$'(%'-】)，

8'；''(，%''%'，9'%；':'%('，

9%('%；'槡,，

如图#所示，

图#

过点 (作 (+(%'于点 +，过点 +作

+,('0于点,，连接(,，

80%(平面 %；'(，(+8平面 %；'(，

90%((+，

80%】%''%，0%，%'8平面0%'，



9(+(平面0%'，

80'8平面0%'，9(+(0'，

又+,(0'，(+】+,'+，(+，+,8平面

(+,，90'(平面(+,，

8(,8平面(+,，90'((,，

9$(,+为二面角%60'6(的平面角，

8$'(%'-】)，'('$，%('槡, ，

94'%'('
$
，
F$F槡, '

槡,
，
，

又 4'%'('
$
，
%'F(+'

$
，
F，F(+'(+，

9(+'槡
,
，
，

由（4）知'((平面0%(，

80(8平面 0%(，9'((0(，又 0('

槡E ，0''槡， ， ，

94'0(''
$
，
F'(F0('

$
，
F$F槡E '

槡E
，
，

又 4'0'('
$
，
F0'F(,'

$
，
F 槡， ， F(,'

槡，(,，

9槡
E
，
'槡，(,，9(,'槡

E

槡， ，
，

由 (+(平面 0%'，+,8平面 0%'，知

(+(+,，

在 >?'(+, 中， C45 $(,+'
(+
(,
'

槡,
，

槡E

槡， ，

'槡（，
E

，

即二面角%60'6(的正弦值为槡
（，
E

，

,，)，567

2，+r 【解析】对于 &，若 2($， :($，

则2，:，， ，$%；

对于；，若$((，）((，则 $与 ） 可能平

行或相交，， #&'；

对于C，若$(），2(），则2，$或28$，

， $&'；

对于+，若$(），2($，:，），则2与 :可

能相交、平行或异面，， !&'，，" ，，



CD+, 判断平行、垂直关系的选

择题的注意点

""（$）注意判定定理和性质定理中

的关键点，比如线面垂直的判定定理

中要求的“相交”；

""（（）结合题意构造图形，结合图

形进行判断，学会善用正方体、棱

锥等；

""（,）会举反例或者用反证法推断

结论是否正确）

$）'"【解析】如图，连接 %$(，由长方体的

性质可得 ，((平面 %(($%$，故 %$，与

平面%(($%$ 所成的角为 ，'$，%$(）又

%$(8平面 %(($%$，故 ，(( %$(，即

$，(%$ '
，
（
）因为 %&%，(，所以 %$，与

%&所成的角等于$%$，(，即 %'$%$，(）

又$%$，(3$，%$(3$，(%$ '，，故 ，3

%'，，$，(%$ '
，
（
）! $$%）

%）/"【解析】如图，连接 %"，由 0%(平面

%&，，%"8平面%&，，可知0%(%"，所以

0"' 0%（3%"槡
（ ，要求 0"的最小值只

需求出 %"的最小值即可）在，%&，中，

当 %"(&，时，%"取得最小值，此时

%"'%&·%，
&，

' （F7

（（37槡
（
'7槡.

.
，所以 0"

的最小值为 （（3 7槡.
.， )槡

（

'@槡.
.

）! #

$%）

(）'"【解析】因为0%(底面%&，(，四边形

%&，(为正方形，所以可将四棱锥 0，



%&，(补成如图所示的长方体 0Cop，

%&，(，则四棱锥 0，%&，(的外接球也是

长方体0Cop，%&，(的外接球）

由0%(底面 %&，(，可知$0，%就是 0，

与平面%&，(所成的角 #，则 ?15 #'
0%
%，

'

7
%，

' 槡（ （
,

，所以 %，' 槡, （）设四棱锥 0，

%&，(的外接球的半径为 5，长方体

0Cop，%&，(的对角线0，即为其外接球

的直径，所以 0，'（5' %，（30%槡
（ '

（ 槡, （ ）
（
37槡

（ '槡,7 ，所以 5'槡,7
（

，所

以四棱锥0，%&，(的外接球的表面积为

7，5（ ',7，）， $$%）

)）+"【解析】如图所示，连接$o，$4，$C）

由题意知 p4(po，pC(po）因为 p4，

pC8平面pC4，p44pC'p，所以po(平

面pC4）因为 4C8平面 pC4，所以 po(

4C）因为p$(平面 4Co，4C8平面 4Co，

所以 p$( 4C）又因为 p$，po8平面

po$，p$4po'p，所以 4C(平面 po$）

因为 $o8平面 po$，所以 4C($o）同

理，Co($4，4o($C，则$是，4Co的垂

心）， ，$%）

!）&"【解析】对于 】，依题意有 (%(平面

%&，，(%8平面 (%，，所以平面 %&，(平

面(%，，， ，$%；

对于(，(%(平面 %&，，，&8平面 %&，，

则有(%(，&，又%，是圆$的直径，&为

圆周上不与点%，，重合的点，则有 %&(

，&，又(%4%&'%，(%，%&8平面 &%(，

所以，&(平面&%(，， #$%；



对于 C，因为 ，&(平面 &%(，%#8平面

&%(，所以，&(%#，又 %#((&于点 #，

，&4(&'&，，&，(&8平面 &，(，所以

%#(平面 &，(，又 ，(8平面 &，(，则

%#(，(，又 %"((，于点 "，%#，%"8

平面%"#，%#4%"'%，所以 ，((平面

%"#，， $$%；

对于+，平面%"#4平面(%&'%#，(&8

平面(%&，%#((&于 #，若平面 %"#(

平面 (%&，则必有 (&(平面 %"#，而

"#8平面 %"#，则必有 (&("#，因为

，&(平面 &%(，(&8平面 &%(，则有

，&((&，又"#，&，8平面 (&，，则必有

"#%&，，由于 (%垂直于圆 $所在的平

面，$(，%'7.)，则 (%'%，，而 %"((，

于点"，则 "为 (，中点，因为 %，是圆

$的直径，&为圆周上不与点 %，，重合

的点，所以%&/%，'(%，又 %#((&于点

#，则#不是(&中点（否则会得到 %&'

%(，与%&/%(矛盾），所以 "#%&，不成

立，所以平面 %"#与平面 (%&不垂直，

， !&'）

*）'"【解析】依题意，点 0不在平面 ，和

平面 %内，当点 0在二面角 ，，;，% 内部

时，如图"，

设直线;4平面C0o'$，连接C$，o$，因

为0C(，，0o(%，;8，，;8%，所以 ;(

0C，;(0o，因为0C40o'0，0C，0o8平

面C0o，所以直线 ;(平面 C0o，又 $C，

$o8平面 C0o，所以 ;($C，;($o，则

$C$o是二面角，，;，%的平面角）

在四边形 0C$o中，$0C$'$0o$'

-#)，$C$o'@#)，所以$C0o'$（#)）

图"

当点0在二面角，，;，% 外部时，如图#，

同理可得$C$o是二面角 ，，;，% 的平

面角，



令0C4$o'(，在 >?，(C$与 >?，(o0

中， $$(C ' $0(o， 则 $C$o '

$C0o'@#)，

所以$C0o的大小为 @#)或 $（#)）

，" $）

图#

,）【证明】 8%%$ (底面 %&，，9三棱柱

%&，，%$&$，$ 为直三棱柱，又 &，'，，$，

9四边形 &，，$&$ 是正方形，连接 &$，

（图略），9&，$ (&$，）易知%$，$ (，，$，

8%$，$ (&$，$，且 ，，$ 4&$，$ '，$，，，$，

&$，$ 8 平面 &，，$&$， 9 %$，$ ( 平面

&，，$&$）8 %，%%$，$， 9 %，( 平 面

&，，$&$）8&，$8平面 &，，$&$，9&，$(

%，，8 %，4 &$，'，， %，， &$，8 平面

%，&$，9&，$(平面 %，&$，又 %&$8平面

%，&$，9%&$(&，$）

，）（$）【证明】8，$，(是边长为 $ 的等边

三角形，$为 &(的中点，9$&'$，'

$('，('$，$&$，'$（#)，9$$，&'

$$&，',#)，9$&，('-#)，即，((&，）

又，((%&，%&4&，'&，%&，&，8平面

%&，，9，((平面%&，）

（（） 【解】由 （ $）知 ，((平面 %&，，且

，(8平面&，(，9平面%&，(平面&，(）

如图，取 &，的中点 C，连接 %C，$C，

8%&'%，，9%C(&，，又平面 %&，4平

面&，('&，，9%C(平面 &，(，9$%$C

即为 %$ 与 平 面 &，( 所 成 的 角，

9$%$C'@#)）8$C为，&，(的中位

线，9$C'$
（
，('$

（
）8$C8平面&，(，

9%C($C，9，%$C为直角三角形，在

>?，%$C中，?15 @#)'
%C
$C

，9%C'槡,
（
，又

易知&，'槡, ，故三棱锥 %，&，(的体积

为
$
,
F$

（
F&，F，(F%C'$

,
F$

（
F槡,F$F



槡,
（

'$
7
）

".）（$）【证明】如图，连接%，）

因为"为棱%0的中点，#为棱 ，0的中

点，所以 "#%%，，又 "#;平面 %&，(，

%，8平面%&，(，所以"#%平面%&，(）

（（）【证明】在四边形 %&，(中，%(%&，，

$%&，'-#)，（%&'（%('槡（，('&，'（，

则%&'%('$，，('槡（ ，&，'（，连接 &(，

则&(' %(（3%&槡
（ '槡（ ，则 &(（ 3，(（ '

&，（，则 ，(((&，所以，%&(，，&，(都

是等腰直角三角形）又平面 0&，(平面

%&，(，$0&，'-#)，即 0&(&，，平面

0&，4平面 %&，('&，，0&8平面 0&，，

所以 0&(平面 %&，(）又 ，(8平面

%&，(，所以 0&(，(）又 0&4(&'&，

0&，(&8平面 0&(，所以 ，((平面

0&(）又0(8平面0&(，所以，((0(）

（,）【解】由（（）知，0&(平面 %&，(，则

$0(&为直线0(与底面%&，(所成的角，

因为 &(8平面 %&，(，所以 &0(&(，

则ABC$0(&'(&
0(

'槡（
0(

'$
,
，所以 0('

,槡（ ，则0&' （,槡（）
（，（槡（）槡

（ '7）

如图，取 &，的中点 C，连接 (C，过 C作

0，的垂线交 0，于 o，连接 (o，易知

(C(&，，(C8平面 %&，(，平面 0&，(

平面%&，(，平面0&，4平面%&，('&，，

则(C(平面0&，）

因为 0，8平面 0&，，所以 (C(0，，又

Co(0，，Co，(C8平面 (Co，Co4(C'

C，所以 0，(平面 (Co）又 (o8平面

(Co，所以 (o(0，，则$(oC即为二面

角&，0，，(的平面角）



易知，，oCC，，&0，所以
，o
Co

'，&
0&

'（
7

'

$
（
，则，o'

$
（
Co）又，C'(C'$

（
&，'$，

则在 >?，，Co中，由勾股定理得 ，o（ 3

Co（ '，C（ '$， 则 Co' 槡（ .
.

， 所 以

?15$(oC'(C
Co

' $

槡（ .
.

'槡.
（
，即二面角 &，

0，，(的正切值为槡
.
（
）

，*?@ 二面角的求解方法

""（$）作出辅助线，找到二面角的

平面角，并结合余弦定理或勾股定理

进行求解）

""（（）利用其中一个半平面上的图

形在另一个半平面所在平面的投影

图形面积与原图形的面积之比求解

二面角的余弦值，若二面角的平面角

为钝角，所得结果需取相反数，进而

求得二面角的大小）

""（,）求出一个半平面上一点（不

在棱上）到另一个半平面所在平面的

距离和此点到棱的距离之比即为二面

角的正弦值，进而求得二面角的大小

""）（$）【证明】因为平面 0%，(平面 %&，，

0%8平面0%，，0%(%，，平面0%，4平面

%&，'%，，所以 0%(平面 %&，）又 &，8

平面 %&，，所以 0%(&，）因为 0%'$，

0， '槡, ， 0%( %，， 所 以 %， '

0，（，0%槡
（ '槡（）因为 %&'&，'$，所以

%，（ '%&（ 3&，（，所以 %&(&，）又 0%(

&，，0%，%&是平面 0%&内的两条相交直

线，所以&，(平面 0%&）因为 &，8平面

0&，，所以平面0&，(平面0%&）

（（） 【解】存在，当
0#
0，

'（
, 时

，0，(平

面&"#）

如图，过点 "作 "#(0，，垂足为 #，连

接&#）



由（$）知0%(平面%&，，"&8平面%&，，

所以0%("&）因为点 "为 %，的中点，

%&'&，'$，所以 "&(%，）因为 0%，%，

是平面 0%，内的两条相交直线，所以

"&(平面0%，）因为 0，8平面 0%，，所

以"&(0，，又"#(0，，"&，"#是平面

&"#内的两条相交直线，所以 0，(平面

&"#）由已知得 C45$0，%'0%
0，

' $

槡,
'

槡,
,

'"#
"，

，又"，'$
（
%，'槡（

（
，即槡

,
,

'"#

槡（
（

，

解得"#'槡@
@
）

又 ，#' 槡（
（， )

（

，槡@
@， )槡

（

'槡,
,
，所以

0#'0，，，#'槡,，
槡,
,

'槡（ ,
,

，则
0#
0，

'（
,
）

故当
0#
0，

'（
, 时

，0，(平面&"#）

，567( ]^P

hij&9:
"）+"【解析】如图所示，过点 o作 o0(%，

于点0，过点0作0"(&，于点 "，连接

0C，&o，o"，o，，易知o0%%%$，

因为 %%$ (底面 %&，，所以 o0( 底

面%&，）

因为 &，8底面 %&，，所以 o0(&，，又

0"(&，，o040"'0，o0，0"8平面

o0"，所以&，(平面o0"，又o"8平面

o0"，所以 &，(o"）则 ，'$Co0，% '

$oC0，('$o"0，?15 ，'0C
o0

'0C
%&,$，

?15 % 'o0
0C

'%&
0C* $，?15 ('o0

0"*
o0
0C

'

?15 %，所以，,%,(，， ，$%）

$）+/&"【解析】连接 &$，交 &，$ 于点 $，

在正方体 %&，(，%$&$，$($ 中，&$，(

&，$，即，$(&，$，



又 %&( 平 面 &&$，$，， ，$8 平 面

&&$，$，，所以 %&(，$，又 %&4&，$ '&，

%&，&，$8平面 %&，$($，所以 ，$(平面

%&，$($，则$，&$就是直线 &，与平面

%&，$($ 所成的角，C45 $，&$'C45 ，
7

'

槡（
（
，， ，$%；

易知&，$%%($，所以$%($，就是异面直

线($，和 &，$ 所成角 （或其补角），又

%($ '($，'%，'槡（ ，所以$%($，'，
,
，，

#$%；

因为，$(平面 %&，$($，所以 K，，%&，$($
'

$
,
F$F槡（F

槡（
（

'$
,
，， $&'；

连接($，因为 (&'(，$ '槡（ ，且点 $为

&，$ 中点，所以 ($(&，$，又 ，$(&，$，

所以$，$(就是二面角 ，，&，$ ，(的平

面角， 又 ($' （，槡（
（， )槡

（

'槡@
（
， 所

以 ABC$，$('

,
（
3$
（
，$

（F槡
@
（
F槡（
（

'槡,
,
，， !$

%），" ，#!）

%）槡@"
，
, 或

（，
,

IJKL"利用二面角的定义

找到$&yC(为二面角&y，%，，(的平

面角，当二面角 &y，%，，(为直二面

角时，易得到 &y(' &yC（3C(槡
（ '

槡@ ；当三棱锥 &y，%，(的体积为槡
,
（

时，求出 &y到平面 %，(的距离 D '

&y$',
（
，再结合三角函数计算即可）

【解析】 如图，将菱形 %&，(沿 %，将

，%&，折起得到二面角&y，%，，(，

取%，的中点C，连接&yC，C(，&y(，



因为菱形%&，(的边长为 （，$%'
（，
,
，所

以%&y'&y，'%，'%('，('（，

所以&yC(%，，C((%，，且&yC'C('槡,，

所以$&yC(为二面角 &y，%，，(的平

面角，

当二面角 &y，%，，(为直二面角时，

$&yC('，
（
，

所以&y(' &yC（3C(槡
（ ' ,3槡 , '槡@）

当三棱锥 &y，%，(的体积为槡
,
（ 时

，记 &y

到平面%，(的距离为 D，

则K&y，%，('
$
,
4，%，(·D'

$
,
F$

（
F（F（F

C45 ，
,
FD'槡

,
（
，解得 D'

,
（
）

过点&y作&y$(C(于点$，

因为&yC(%，，C((%，，且&yC4C('C，

&yC，C(8平面 &yC(，所以 %，(平面

&yC(，

因为&y$8平面&yC(，所以%，(&y$，

又因为%，4C('C，%，，C(8平面%，(，

所以&y$(平面 %，(，故 &y到平面 %，(

的距离 D'&y$',
（
，

因为 &y$(C(，所以，&y$C为直角三

角形，

因为 &yC'槡, ，所以 C45$&yC('&y$
&yC

'

,
（

槡,
'槡,

（
）

因为$&yC(为二面角 &y，%，，(的平面

角，所以$&yC(0［#，，］，

所以$&yC('，
, 或$&yC('（，

,
）

(）【解】（$）连接 "#，，$%，，$"）由 "，#分

别是棱&，，&%的中点，



根据三角形中位线定理，得 "#%%，，且

"#'%，
（

'$，

在三棱台 %&，，%$&$，$ 中，可得 %$，$%

%，，所以"#%%$，$，

由"#'%$，$ '$，可得四边形 "#%$，$ 是

平行四边形，则%$#%"，$，

所以$，，$"为%$#与，，$ 所成角，

在，，，$" 中，可知 ，，$ '槡. ， ，$"'

%$#'槡. ，，"'槡（ ，

则ABC$，，$"' .3.，（
（F槡.F槡.

'7
.
）

（（）因为 %$%(平面 %&，，%"，%，8平

面%&，，

所以%$%(%"，%$%(%，，

又 %"，%，分别在平面 %$"%与平面

%，，$%$ 内，

平面%$"%4平面%，，$%$ '%%$，

所以$，%"即为二面角 "，%%$，，的平

面角，

又%&(%，，%&'%，，"是棱&，的中点，

所以$，%"'，
7
，ABC，

7
'槡（

（
，

所以二面角"，%%$，，的余弦值为
槡（
（
）

)）（$）【证明】如图，连接 $"，在平行四边

形 %&，(中，8$为 %，与 &(的交点，

9$为 &(的中点，又 "为 0(的中点，

90&%"$）又 0&;平面 %，"，"$8平

面%，"，90&%平面%，"）

（（）【证明】80$(平面 %&，(，&，8平

面 %&，(， 9 &，( 0$）在 ，%(，中，

8%('%，，$%(，'7.)，9%((%，，又

%(%&，，9&，(%，）80$4%，'$，0$8

平面 0%，，%，8平面 0%，，9&，(平面

0%，，又&，8平面0&，，9平面0&，(平

面0%，）

（,） 【解】如图，取 ($的中点 #，连接

"#，%#）8"为 0(的中点，9"#%0$，

且"#'$
（
0$'$）由0$(平面%&，(，得



"#(平面 %&，(，9$"%#是直线 %"

与平面 %&，(所成的角）由 （ （）可知，

$，%('-#)，在 >?，(%$中，%('（，

%$'$
（

%，'$，9($'槡. ，从而 %#'

$
（
($'槡.

（
）8%#8平面 %&，(，9"#(

%#）在>?，%#"中，?15 $"%#'"#
%#

'

$

槡.
（

'槡（ .
.

，9直线%"与平面%&，(所成

角的正切值为
槡（ .
.

）

!）+

，JKL"先作 %点关于直线

&，的对称点为C，连接&yC，&C，作"

点关于直线&&y的对称点为 "y，连接

"y#，"y/，记 D为直线C&y与%，之间

的距离，可得 "/3#/'"y/3#/*

"y#*D，再把异面直线间距离转化为点

到平面的距离，利用等体积法求解）

【解析】如图，作 %点关于直线 &，的对

称点为 C，连接 &yC，&C，作 "点关于直

线&&y的对称点为"y，连接"y#，"y/，

记 D 为直线 C&y与 %，之间的距离，则

"/3#/'"y/3#/*"y#*D）

连接(y，，%(y，易知 &yC%(y，，又 &yC;

平面%，(y，(y，8平面 %，(y，可得 &yC%

平面%，(y，则 D为直线&yC到平面 %，(y

的距离，即点 C到平面 %，(y的距离，连

接，C，(yC，

易知 K(y，%，C ' $
,

F, F4，%，C ' $
,

F, F



$
（
F@F,， ) '-，

K(y，%，C'KC，%，(y'
$
,

FDF槡
,
7

F（ 槡, （ ）
（
'

槡, , D
（

，解得 D'槡（ ,）Co ，）

*）'"【解析】如图，在平面 0%&中过点 %

作%C(0&，垂足为点C）

因为0%(平面 %&，(，所以$0&%为 0&

与平面 %&，(所成的角，则$0&%'，
7
）

又%&8平面 %&，(，所以 0%(%&，又

0%'$，所以%&'$，0&'槡（ ，%C'$
（
0&'

槡（
（
）因为$%&，'，

（
，所以 &，(%&）因为

&，8平面 %&，(，所以 0%(&，）又 %&4

0%'%，%&，0%8平面 0%&，所以 &，(平

面0%&）因为 %C8平面 0%&，所以 &，(

%C）又%C(0&，&，40&'&，&，，0&8平

面0&，，所以 %C(平面 0&，）所以点 %

到平面 0&，的距离为 %C'槡（
（
）C $

，%）

,）/"【解析】如图，分别取 &，，%(的中点

"，#，连接"#，"p，#C，Cp，

易知四边形Cp"#为等腰梯形，

根据题意可知&，("#，&，("p，

而"#4"p'"，"#，"p8平面Cp"#，

故&，(平面Cp"#，又&，8平面%&，(，

故平面 %&，((平面 Cp"#，则平面

CopB(平面Cp"#，

作"4(Cp，垂足为 4，平面 CopB4平面

Cp"#'Cp，

"48平面Cp"#，故"4(平面CopB，

则梯形Cp"#的高即为平面 %&，(与平

面CopB之间的距离）



易知"p'槡, ，4p'槡（ （，（
（

'槡（，$，

故 "4 ' "p（，4p槡
（ ' ,，（槡（，$）槡

（
'

槡槡（ （ '7
槡: ，

即平面%&，(与平面 CopB之间的距离

为
7
槡: ，，" #）

，）槡
.
.

" 【解析 】 由题知， %$&$ %Co， 且

%$&$;平面($Co，Co8平面 ($Co，所以

%$&$%平面 ($Co，则 %$&$ 到平面 ($Co

的距离为点%$ 到平面($Co的距离）显然

Co(平面($%$C，连接%$o（图略），对于三

棱锥%$，($Co，有 K%$，($Co
'Ko，($%$C

，设点

%$ 到平面 ($Co的距离为 C，由题意得

%$C'$
（
，Co'$，($%$ '$，在 >?，($Co

中，得 ($C'槡.
（
）由

$
,
FCoF4，($%$C

'$
,
F

CF4，($Co
，得

$
,

FCoF $
（

F($%$ F%$C'

$
,
CF

$
（
FCoF($C，即

$
,
F$F

$
（
F$F

$
（

'

$
,
CF

$
（
F$F槡

.
（
，解得 C'槡

.
.
，即 %$&$ 到

平面($Co的距离为
槡.
.
）

".） IJKL"（$）取0%的中点"，

连接&"，C"，证明 ，C%&"，再由线

面平行的判定定理即可证得 ，C%平

面0%&）（（）由（$）所得结论，利用线

面平行的性质定理可得，C%0o，由题

意可知 0%(平面 %&，(，从而 0%(

%&，利用中点结合平面几何知识可求

得 &"'槡E
（
，进而求得 0o的长度）

（,）过点 ，作 %&的垂线，垂足为 #，

连接0#，由题意，$，0#为 0，与平

面0%&所成角）由 ?15$，0#'，#
0#得

，#'槡,
,
0#*$，又 ，C%平面 0%&，所

以直线，C到平面0%&的距离等于点

，到平面 0%&的距离，进而得直线

，C到平面0%&的距离的最小值）

（$）【证明】如图，取 0%的中点 "，连接

&"，C"）



因为 C为 0(的中点，所以 C"%%(，且

C"'$
（
%(）

根据题意可知&，%%(，且&，'$
（
%(，

从而可得&，%C"，且&，'C"，

即可得四边形&，C"为平行四边形，

即可得，C%&"，又&"8平面0%&，，C;

平面0%&，

所以，C%平面0%&）

（（） 【解】 由 （ $） 可知 ，C%平面 0%&，

，C8 平 面 0(，， 平 面 0%&4 平 面

0，(';，

所以 ，C%;，如图所示，因为 ;交平面

%&，(于点o，所以直线 ;与直线 0o重

合，即可得，C%0o）连接，o，&o，

在，0(o中，点 C是 0(的中点，所以

0o'（，C）

结合（$）可知0o'（&"）

又点 0到平面 %&，(的距离为槡, ，且

0%'槡, ，所以0%(平面%&，(，

又%&8平面%&，(，所以0%(%&）

在，%&"中，$"%&'，
（
，%"'槡,

（
，%&'

$，根据勾股定理可得&"'槡E
（
，

从而可得0o'槡E）

（,）【解】过点 ，作 %&的垂线，垂足为

#，连接0#）

因为平面0%&(平面 %&，(，平面 0%&4

平面%&，('%&，，#8平面 %&，(，所以

，#(平面0%&，

所以$，0#为0，与平面0%&所成角）

由题意可得$，0#'，
@
，在，，0#中，

$，#0'，
（
，所以

，#
0#

'?15 ，
@

'槡,
,
，

从而可得，#'槡,
,
0#）

又点0到平面%&，(的距离为槡, ，



所以0#*槡, ，从而可得 ，#的最小值为

$，即点 ，到平面 0%&的距离的最小值

为 $）

由（$）可知 ，C%平面 0%&，所以直线 ，C

到平面0%&的距离等于点，到平面0%&

的距离，故直线 ，C到平面 0%&的距离

的最小值为 $）

，567) k&lFm

85
"）+"【解析】如图为圆柱与其外接球的轴截面，

$为球心，连接$%，作$p(%p，设圆柱的高为

C，底面半径为*，则$p'C
（
，p%'*，由题知

$%'（槡,，则
C（

7
3*（ '$（）圆柱的体积K'，*（·

C'， *（·*（·C槡
（ '， （ *（·*（·

C（

（， )槡 ,

， （
*（3*（3

C（

（
,， )槡

,

'，F （F:槡
, ',（，，

当且仅当*'槡
（
（
C，即*'（槡（ ，C'7时等号

成立）， ，$%）

$）
（.@
, ，"槡, 3（"【解析】连接 &，，%&，%，

（图略），则，%&，为等边三角形，设圆柱

底面半径为 5，高为 C，小球的半径为 *，

则 C'7*，（5'槡,*3（*，故 5'槡,*
3（*
（

'73

（槡, ，解得 *'7，故 C'$@，则球 %的体积

为
7，F7,

,
'（.@，

,
，圆柱的侧面积为 （，5C'

（，（（槡,37）F$@',（，（（槡,37），球 &的表

面积为 7，F$@'@7，，故圆柱的侧面积与

球&的表面积的比值为
,（，（（槡,37）

@7，
'

槡,3（）

%）+"【解析】由题意可得，圆锥的底面圆

周长为 （，F（'7，，则母线长 ;'
7，
（，
,

'@，



高 C' ;（，（槡
（ ' @（，（槡

（ ' 槡7 （ ，由圆锥

的顶点和底面圆周都在球 $的球面上，

可知 $在圆锥的高所在的直线上）设球

$的半径为 5，则有（C，5） （ 3（（ '5（，解

得5'槡- （
7

，则球$的体积K'
7
, ，5, '7

,

，F 槡- （
7， )

,

' 槡（7, （，
:

）， ，$%）

(）'"【解析】由题可知，该容器为圆锥，冰

球内切于该容器，如图，作出容器与冰球

的轴截面，设冰球球心为 $，容器底面圆

圆心为 $y，过点 $作 $((%，，垂足为

(，连接 %$y）由题知，冰球的半径 *'

$('@ A0，$$%(',#)，则 $%'（*'

$（ A0，$$y'*'@ A0，%$y'$: A0，容器底

面半径5'$y，'$:F?15 ,#)'@槡, （A0））

则原来该容器内饮料的体积为
$
, ，F

（@槡, ）
（
F$:，

7
, ，F@, ',@#，（A0,））， $

$%）

)）'"【解析】要将长方体铁块磨制成一个

球体，则球体直径最大不超过长方体的

最短棱长，

又长方体的最短棱长为 ,，则此球是棱长

为 ,的正方体的内切球，

根据正方体的几何特征知，此球的直径

与正方体的棱长是相等的，故可得此球

的直径为 ,，

所以此球的半径为
,
（
，其表面积 4'7，F

,
（， )

（

'-，），" $）

!）&" 【解析】 由题可知，三棱柱 %&，，

%$&$，$ 为正三棱柱）如图，设 #，"分别

是正三棱柱上、下底面中心，连接 "#，则

"#是棱柱的高，"#的中点 $是该三棱

柱外接球的球心，设 &，的中点为 C，连



接%C，%$）由，%&，为正三角形，可知

%"'（
,
%C'（

,
F槡,

（
F槡（ , '（，则三棱柱

外 接 球 半 径 5 ' %"（3$"槡
（ '

（（3（槡. ）槡
（ ',，从而外接球体积为

7
, ，5, '7

, ，F（E',@，）， !$%）

*）'"【解析】由正四面体可以在棱长为 @

的正方体纸盒内任意转动，得该正四面

体的棱长最大时，其外接球为棱长为 @

的正方体的内切球）

如图，设四面体&$，%，($ 的棱长为 8，其

外接正方体为 %&，(，%$&$，$($，则该正

方体的棱长为
槡（
（
8）

正方体%&，(，%$&$，$($ 与正四面体&$，

%，($ 有同一个外接球，

设正方体 %&，(，%$&$，$($ 的外接球的

半径为5，则 （5'槡,F
槡（
（
8，即5'槡@

7
8，

而棱长为 @的正方体的内切球的半径为

,，即槡
@
7
8',，解得 8'（槡@）

取%，中点 $，连接 ($$，&$$，则 ($$(

%，，&$$(%，，又 ($$4&$$'$，($$，

&$$8平面&$$($，

所以%，(平面 &$$($，又 ($$'&$$，等

腰三角形 &$$($ 底边 &$($ 上的高 C '

槡（
（
8'（槡, ，

所以所求正四面体体积的最大值 K'

$
,
4，&$$($

·%，'$
,

F $
（

F（槡@ F（槡, F

（槡@ ':槡,），" $）



,）
7
（-

"【解析】设 &，',8，因为 %&(&，，

?15$&%，',
7
，所以 %&'78，%，'.8）设

，%&，的内切圆的半径为 *，则
$
（
（%&3

&，3%，）*'
$
（
%&·&，，即

$
（
（ 783,83

.8）*'
$
（
F78F,8，解得 *'8）因为三棱

柱 %&，，%$&$，$ 有一个与三棱柱的五个

面均相切的内切球，所以内切球半径为

8，%%$ '（8）因为%&(&，，所以直三棱柱

%&，，%$&$，$ 的外接球的直径就是以

&%，&，，&&$ 为棱的长方体的体对角线，

则外 接 球 直 径 为 &&（
$3&%

（3&，槡
（ '

78（3$@8（3-8槡
（ '槡（- 8）

所以三棱柱 %&，，%$&$，$ 的内切球的表

面积为 7，8（，三棱柱 %&，，%$&$，$ 的外

接球的表面积为 （-，8（，所以三棱柱

%&，，%$&$，$ 的内切球与外接球的表面

积之比为
7
（-

）

，）&"【解析】如图所示，不妨设 %，&，，，(

在球 $上， %&( %，， %&'%，'8，则

4，%&，'
$
（
8（ ',，所以 8'槡@ ，

设，%&，的外接圆的圆心为 C，半径为

*，则*'
$
（
&，'槡, ，连接$&，(C，

则球心 $到平面 %&，的距离 $C'

$&（，*槡
（ ' （（，（槡, ）槡

（
'$，

当(，$，C三点共线且 $在线段 (C上

时，三棱锥 (，%&，的高最大，最大值为

$3（',，

此时三棱锥 (，%&，的体积也最大，最大

值为
$
,
F,F,',），" !）



".）/"【解析】设正四棱锥内切球球心为

$，点$在底面 %&，(的射影为 $y，内切

球半径为 *，则 0，$，$y三点共线，连

接0$y，

取%&中点 C，，(中点 o，连接 0o，0C，

Co，则正四棱锥 0，%&，(内切球的半径

即为，0Co的内切圆的半径）

因为正四棱锥0，%&，(的底面边长为 ,，

所以Co',，$yo'$
（
Co',

（
，

因为正四棱锥0，%&，(的高为
,槡,
（

，所以

0$y'
,槡,
（

，则0C'0o',，连接$o，

所以$o'$0'0$y，$$y'
,槡,
（

，*，

在>?，$$yo中，$y$（3$yo（ '$o（，即*（3

,
（， )

（

' ,槡,
（

，*， )
（

，解得*'槡
,
（
，

则其内切球的体积是
7
, ，*, '槡

,
（ ，），

" #）

""）+"【解析】因为正四面体的棱长为 7，

所以底面正三角形的高 C# '
槡,
（
F7'（槡, ，

底面中心 $到底面顶点的距离 *# '

（
,
C# '

7槡,
,

）连接($，%$，

根据勾股定理可得正四面体的高 C '

$@， 7槡,
,， )槡

（

'7槡@
,

）

则正四面体的体积 K%，&，('$
,

F $
（

F7F

C#FC'
$@槡（
,

）

设正四面体的内切球半径为 *$，则

K%，&，('7F
$
,
F$

（
F7FC#F*$ '

$@槡（
,

，解得

*$ '
槡@
,
）



设球$（ 的半径为*（，取 &，中点 C，连接

(C，过点$$ 作$$o((C于点o，过点$（

作$（B((C于点 B，根据相似关系可知

$（B
$$o

'
$（(
$$(

，

即
*（
*$

'
C，（*$，*（
C，*$

，解得*（ '
槡@
@
）

所以球 $（ 的表面积为 7，*（（ '（，
,
），

" ，）

"$）'

IJKL"因为，%，(是以点

(为直角顶点的直角三角形，所以

，%，(的外接圆圆心是 %，的中点，

结合球的性质可知三棱锥外接球的

球心与 %，中点的连线垂直于平面

%，(，再利用余弦定理列出方程，根据

折起过程中角的范围，求出外接球半

径的范围，得出答案）

【解析】如图，设三棱锥&，%，(的外接球

球心为$，取%，的中点 C，连接 C&，C(，

$&，$(，$C，

因为，%，(是以点(为直角顶点的直角

三角形，所以，%，(的外接圆圆心是

点C，

则由球的性质可知，$C(平面%，(，

设四面体的外接球半径为5，

因为，%&，是边长为槡,的等边三角形，

，%，(是以点(为直角顶点的等腰直角

三角形，

所以C&',
（
，C('槡,

（
，

在>?，$C(中，由勾股定理可知 $C'

5（，,
7槡 ，"

在，&$C中， 利 用 余 弦 定 理 可 得，

ABC$$C&'$C
（3C&（，$&（

（$C·C&
' $

（ 5（，,
7槡

，



因为$$C&0 #， ，
（[ ) ，所以ABC$$C&0

（#，$］，则 #/
$

（ 5（，,
7槡

,$，解得5*$，

所以5的最小值为 $，三棱锥外接球体积

的最小值为
7，
,
），" $）

"%）'"【解析】因为四边形 %&，(为菱形，

$%&，'@#)，所以，%&，是正三角形，则

$%'$，$&'槡,）由题知，0$(%，，0$(

&(）设 0$'8，则 0%' 8（3槡 $ ，0&'

8（3槡 ,）在，0%&中，由余弦定理可得

8（3$'（8（3,）37，（F（ 8（3槡 ,ABC@#)，解

得 8'槡@，所以0$'槡@ ，0%'槡E ，0&',）

因为 $为 &(的中点，所以 0&'0(）又

&，'，(，0，'0，，所以，0，&:，0，(）

同理可证 ，0，(: ，0%(， ，0%(:

，0%&，所以 4，0，&'4，0，('4，0%('4，0%&）

设四棱锥0，%&，(的内切球的半径为*，则

K四棱锥0，%&，('
$
,
4菱形%&，(·0$'$

,
（4菱形%&，(3

4，0，&34，0，(34，0%(34，0%&）*，

所 以 * '
4菱形%&，(·0$
4菱形%&，(374，0%&

'

（F（C45 @#)F槡@

（F（C45 @#)37F
$
（
F（F,C45 @#)， )

'槡@
7
，

所以四棱锥0，%&，(的内切球的表面积

4'7，*（ '
,，
（
，， $$%）

3456 一个棱锥的内切球半径 *

可以根据球心到各个面的距离相等

以 及 棱 锥 的 体 积 公 式 ， K'

$
,
4棱锥表面积·*)求得）

"(）&"【解析】设球的半径为5，球心为 $，

四棱锥 %，，(Co的高为 C，由题可知



7，5,

,
'.##，

,
，解得5'.）K四棱锥%，，(Co'

$
,
F

4正方形，(CoFC ',（
,

C，所以要使四棱锥

%，，(Co的体积最大，只需使点 %到底

面 ，(Co的距离最大）根据四棱锥的结

构特征可知，当四棱锥 %，，(Co为正四

棱锥且球心 $在四棱锥的内部时，该四

棱锥的高最大，体积也最大）

设#是线段 Co的中点，$$ 是正方形

，(Co的中心，连接%$$，$$#，%#，(o）设

正方形 ，(Co的边长为 8，则 8（ ',（，解

得 8'槡7 （ ，所以正方形 ，(Co的外接圆

半径*'
$
（
(o'$

（
（8槡

（ '7，#$$ ' 槡（ （ ，

球心 $到底面 ，(Co的距离 $$$ '

5（，*槡
（ ' .（，7槡

（ ',）当四棱锥的体积

最大时，四棱锥%，，(Co为正四棱锥，四

棱锥%，，(Co的高 %$$ '53$$$ '.3,'

:， 因 为 %$$ ( $$#， 所 以 %# '

%$（
$3#$槡

（
$ ' :（3（ 槡（ （ ）槡

（
' 槡@ （ ，此时

该四棱锥的表面积为 7F
$
（
F槡7 （F槡@ （3

,（'$（:，， !$%）

")）,（，"【解析】连接$%，$&，如图所示）

根据题意可知， $$%'%"'（， $（&'

&"'7，

所以$$$$%'$%$"，$$（$&'$&$"，

因 为 $$$$%3$%$" 3$$（$& 3

$&$"'，，

所以$%$"3$&$"'，
（
）

因为$"(%&，所以，$"%C，&"$）



所以
$"
%"

'&"
$"

，所以 $"' %"·槡 &"'

槡（ （ ，所以圆台的内切球半径为 槡（ （ ，所

以圆台的内切球的表面积 4 '7，F

$"（ ',（，）

"!）
（:槡@
,

"【解析】设球心为 $，球 $的半

径为5，棱台的高为 C，则 C'槡@ ，7，5
（ '

,（，，所以 5'（槡（）由题知，$在下底面

%&，(上，底面 %&，(为正方形，易得正

方形%&，(的边长为槡（5'7，面积为 $@）

设上底面 %$&$，$($ 的外接圆半径为 *，

则 *' 5（，C槡
（ '槡（ ， 易 得 正 方 形

%$&$，$($ 的边长为槡（*'（，面积为 7，所

以正四棱台%&，(，%$&$，$($ 的体积 K'

$
,
F（$@373 $@F槡 7 ）F槡@ '（:槡@

,
）

"*）/"【解析】一个弹珠可看作一个小球，

作出其中一个小球和容器的正视图，如

图"所示，作出四个小球和容器的俯视

图，如图#所示）

图"

图#

图"中小球球心&，半球球心$与切点%

构成直角三角形，则有 $%（ 3%&（ '$&（，

图#中，四个小球球心的连线围成边长

为 （ A0的正方形）设半球半径为5，已知

小球半径*'$ A0，所以$%'槡（ A0，%&'

$ A0，$&'槡, A0，5'$&3*'槡,3$（A0））

所以半球形状的容器的容积是
$
（

F

7
, ，5, ' $

（
F 7

,
F（槡, 3$ ） ,， '

7（.3,槡, ），
,

（A0,））） #$%）



",）/'&"【解析】对于 】，如图所示，由对

称性可知棱切球球心 $就是正八面体的

中心，连接 4/，%，，&(交于点 $，因为

/%'/&'/，'/('（，所以 /在平面

%&，(上的投影就是正方形 %&，(的中

心，所以 $/(平面 %&，(，又 $，8平面

%&，(，所以 $，( $/， 又 因 为 &$'

$
（
&('槡（ ，所以 $%'$&'$，'$('

$4'$/'槡（）

设点$到平面，(/的距离为*，则有

$
,
$/·

$
（

$，· $('K$，，(/ ' $
,

*·

4，，(/'
$
,
*·槡

,
7
F（（ '槡,

,
*，

故*'槡
@
,
，， ，&'）

对于(，因为 $，'$/'槡（ ，所以点 $到

直线 ，/的距离 C '
（4，$，/

，/
'$，·$/

，/
'

槡（·槡（
（

'$，， #$%）

对于 C，根据上面的分析，球 $的半径

5等于点$到直线，/的距离，即5'$）

从而平面 ，(/截棱切球所得圆的半径

D' 5（，*槡
（ ' $，

（
,槡 '槡,

,
，设这个圆为

圆0，球$的体积为K，以$为顶点，圆0

为底面的圆锥的体积为K$，

则棱切球在正八面体内部的体积大

于 :K$）

所以球$在正八面体外部的体积小于

K，:K$ '
7
, ，5, ，:F

$
, ，D（*'

7
, ，，:F

槡@
（E，

' 7
,
，:槡@

（E， ) ，，， $$%）

对于+，球 $在正八面体外部的表面积

等于正八面体外八个球冠的表面积）



对于一个球冠而言，由其顶点和底面可

以确定一个圆锥，且该圆锥的侧面积一

定小于球冠的表面积，

即每个球冠的表面积都大于由该球冠顶

点和底面圆确定的圆锥的侧面积）

由题可知由一个球冠确定的圆锥的底面

半径 D'槡
,
,
，高B'5，*'$，槡

@
,
，故母线长

;' D（3B槡
（ ' （，槡

（ @
,槡 ）"

所以每个球冠的表面积都大于该圆锥的

侧面 积 ，D;'槡,
,

· （，槡
（ @
,槡 ， '

$
,

@，槡槡 （ @ ，）"

所以八个球 冠 的 表 面 积 之 和 大 于

:
,

@，槡槡 （ @ ，，， !$%），" #$!）

"，）7槡,，"E，"【解析】如图，设圆柱的底

面半径为*，高为 C，圆锥的高为6，陀螺的

外接球的半径为5）

由题意可知，7，5（ '$@，，C'（，

95'（，9*' 5（， C
（， )槡

（

' 7，槡 $'槡,，

9圆柱的侧面积 4'（，*FC'7槡,，）

圆柱的体积K$ '，*
（FC'@，，

圆锥的高6'5，
C
（

'（，$'$，则圆锥的体

积K（ '
$
, ，*（F6'，，

9该陀螺的体积K'K$3K（ 'E，）

，567! no85

"）'

789:"利用大招攻略 ,（，把

握好翻折前后变与不变的关系，再利

用相关定理、性质求解即可）

【解析】翻折之后如图所示，



对于 】，因为 %(',%C，&，',&o，所以

%&%Co且Co%，(，因此%&%，(，，，_

`；

对于 (，连接 o(，因为 0，1分别为 o%，

o(的中点，所以 01%%(，又因为 Co(

%C，Co((C，%C4(C'C，%C，(C8平面

%C(，则Co(平面%C(，因为 %&%Co，所

以%&(平面%C(，又%(8平面%C(，所以

%&(%(，所以%&(01，，#_`；

对于C，因为 01%%(，C(4%('(，所以

01与C(不平行，， $E_`；

对于+，因为01%%(，且01;平面%(C，

%(8平面%(C，所以01%平面%(C，，!

_`）

?@56 在解决平面图形在翻折过

程中位置关系的判断问题时，要注意

翻折前后的线段长度与位置关系的

“变”与“不变”）与折痕垂直的线段，

翻折前后垂直关系不变；与折痕平行

的线段，翻折前后平行关系不变）

$）（$）【证明】因为，0y%(是正三角形，所

以0y%'%('%&'（，在，0y%&中，0y%（3

%&（ ': '0y&（，则 %&(0y%）在正方形

%&，(中，%&(%(，0y%4%('%，0y%，

%(8平面0y%(，所以%&(平面0y%(，而

，(%%&，所以，((平面0y%(）

（（）【解】存在点 1使得 ，1%平面 &(/，

且点1为线段0y(的中点）证明如下：

分别取 0y/，0y(的中点 #，1，连接 ，1，

#1，，#，连接%，交&(于点$，连接$/，

如图）

易知 #1%/(，又 /(8平面 &(/，#1;

平面&(/，所以#1%平面 &(/）依题意，



/为0y%上一点，且满足 0y/'（%/，则 /

为#%中点，又 $为 %，中点，即有 /$%

，#）又 /$8平面 &(/，，#;平面 &(/，

所以，#%平面&(/）又，#4#1'#，，#，

#18平面 ，1#，从而平面 ，1#%平面

&(/）又，18平面 ，1#，所以 ，1%平面

&(/）所以当点1为线段 0y(的中点时，

，1%平面&(/）

%）/"【解析】因为，%0$0（ 为等腰直角三

角形，，为斜边 0$0（ 的中点，0$0（ '

7槡（ ，所以%0$ '%0（ '7，

又%&'%('-，分别将，，&0$，，，(0（ 沿

着，&，，(翻折，点0$，0（ 能重合，

若两个三角形共面，当 0$，0（ 与点 %重

合时-'（，当&，(与点%重合时-'#）

所以，，&0$，，，(0（ 不共面时，-的取

值范围是 #/-/（），" #）

(）/"【解析】8%$(&(，，$(&(，

9由二面角的定义知$%$，'#，-#),

#,$（#)，

8菱形%&，(的边长为 :，$&%('@#)，

9%$'，$'7槡, ，

9 点 $ 到 %， 的 距 离 D '7 槡, F

ABC
$
（ $%$，， ) ，"

当$%$，'#'-#)时，D 取得最大值 D012'

7槡,F
槡（
（

'（槡@ ，

当$%$，'#'$（#)时， D 取得最小值

D045 '7槡,F
$
（

'（槡,）

9点 $到直线 %，的距离的取值范围

为［（槡, ，（槡@ ］ ），" #）

)）/"【解析】过点 &y作 &yC(，(于点 C，

连接%C，%&y，如图所示）

设$&，('$&y，('， #/，/
，
（， ) ，则

&yC'7C45 ，，，C'7ABC，，$%，C'，
（
，，）



在，%C，中，由余弦定理得 %C（ '%，（ 3

，C（，（%，·，CABC ，
（
，，， ) '-3$@ABC（，，

（7ABC，C45 ，）

8平面&y，((平面%，(，平面&y，(4平

面%，('，(，&yC(，(，&yC8平面 &y，(，

9&yC(平面%，(）

又%C8平面%，(，9&yC(%C）

在 >?，%C&y中，由勾股定理得 %&y（ '

%C（3&yC（ '-3$@ABC（，，（7ABC，C45 ，3

$@C45（，'（.，$（C45 （，，

9当，'
，
7 时

，%&y取得最小值槡$,）

，" #）

CD+, 对于翻折问题中与线段长

度有关的计算，通常需要将这个线段

放在某个三角形中进行处理，如果是

有关长度最值的计算，一般考虑转化

为函数或者利用不等式解决）

!）/"【解析】作出示意图如图所示，设点 (

在底面%&，的射影为"，且"0%&，

所以("(平面 %&，，又 %，8平面 %&，，

所以("(%，）

过点(作 (#(%，于点 #，连接 #"，又

("4(#'(，("，(#8平面(#"，

所以 %，(平面 (#"，又 #"8平面

(#"，所以%，(#"，

在>?，%，(中，%，' %(（3，(槡
（ '槡. ，又

$
（
%，F#('$

（
%(F(，，

所以槡.F#('$F（，所以 #('（槡.
.

，所以

%#' %(（，#(槡
（ '槡.

.
，

又#"'%#?15$#%"'槡.
.
F$

（
'槡.
$#

，

在 >?，%#" 中， 可 得 %" '

%#（3#"槡
（ '$

（
，

在>?，%("中，("' %(（，%"槡
（ '槡,

（
，

设点&到平面%，(的距离为 D，



由 K&，%，( 'K(，%，& 可得
$
,

4，%，( · D '

$
,
4，%&，·("，

所以
$
,
F$

（
F（F$FD'

$
,
F$

（
F（F$F槡

,
（
，

解得 D'槡
,
（
），" #）

*）槡
,
,
"【解析】当 (y到平面 %&，的距离最

大，即 (y$(平面 %&，时，三棱锥 (y，

%&，的高最大，

由题意得，，%&(为等边三角形，$为

&(中点， 所以 (y$'($' $
（

&('

$
（
%&'$，

所以三棱锥 (y，%&，体积的最大值为

$
,
(y$· 4，%&， ' $

,
F$ F $

（
F（（ F

C45
（，
,

'槡,
,
）

,）（$） 【证明】如图，取 %C的中点 $，连接

0$，&$）在直角梯形%&，(中，

8(C'（，，(',，9，C'$）

又8%&(&，，&，'槡, ，%&%，(，9&C'

，C（3&，槡
（ '（）

8(C%%&，(C'%&'（，9四边形 %&C(

为平行四边形）

又8%&'&C'（，9四边形%&C(为菱形）

在四棱锥 0，%&，C中，连接 &C，由 0%'

0C'&%'&C'（，得0$(%C，&$(%C，

又80$4&$'$，0$，&$8平面 0&$，

9%C(平面0&$）

80&8平面0&$，90&(%C）

（（）【解】过点0作 $&的垂线，交 &$的



延长线于点B，如图）

8%C(平面0&$，%C8平面%&C，9平面

%&C(平面0&$）

8平面 %&C4平面 0&$'&$，0B($&，

0B8平面0&$，90B(平面%&C）

由（$）知在直角梯形 %&，(中，四边形

%&C(是边长为 （的菱形，则%('（）

8在直角梯形%&，(中，&，'槡, ，，C'$，

9 $&C，'$%(，' ，
,
， 则 ，%&C和

，0%C都是正三角形，且$0'$&'槡,）

80&',，9在，0$&中，ABC$0$&'

$0（3$&（，0&（

（$0·$&
' ,3,，-
（F槡,F槡,

'，$
（
）

8#/$0$&/，，9$0$&'（，
,
）则在 >?

，0B$中，$0$B'，
,
，90B',

（
）

84梯形%&，C'（，C3%&）·&，
（

'（$3（）F槡,
（

'

槡, ,
（

，9K四棱锥0，%&，C'$
,

F4梯形%&，CF0B'

$
,
F槡, ,

（
F,

（
'槡, ,

7
）

，）'"【解析】取 %y(的中点 #，连接 0#，

"#）如图所示）

则在>?，%y#0中，0#' （（3$槡
（ '槡.）

因为 "是 %y，的中点，所以 "#%，(，

"#'$
（
，(，

因为，(%0&，%&'，(，0&'$
（
%&，

所以 "#%0&且 "#'0&，所以四边形

0&"#为平行四边形，所以"&%0#，

所以$%y0#为异面直线 &"与 0%y所成

的角（或其补角），

在>?，%y#0中，ABC$%y0#'%y0
0#

'（

槡.
'

（槡.
.

，，" $）



".）/"【解析】如图"，在矩形%&，(中，过

点&作 Co的垂线交 Co于 $，交 %(于

"，交 ，(的延长线于 p）在翻折后图形

中，如图#，设 &y在平面 %，(内的射影

为B，则B在直线 &"上，过 B作 ，(的

垂线，垂足为 N，连接 &yN，则$&yNB为

二面角 &y，，(，C的平面角）由题得

$&y$B'，，由题意知 &y$'&$',槡（
（

，

&yB'&y$C45 ，',槡（
（

C45 ，，则 &B'&$3

&y$ABC，',槡（
（

（$3ABC，），由$p&，'

7.)，&p'7槡（ ，得 Bp'&p，&B'7槡（ ，

,槡（
（

（$3ABC，），所以 BN'槡（
（
Bp'7，

,
（
（$ 3ABC，） ' .

（
， ,

（
ABC，， 所以

?15$&yNB'&yB
BN

',槡（ F C45 ，
.，,ABC，

）令 6'

C45 ，
.，,ABC，

（6D#），可得C45 ，3,6ABC，'.6,

$3-6槡
（ ，则 #/6,

$
7
，所以当 6'

$
7
，即

C45 ，
.，,ABC，

'$
7
，C45 ，'7

. 时
，?15$&yNB

取到最大值
,槡（
7

，此时$&yNB最大，即二

面角&y，，(，C取得最大值），" #）

图"

图#

""）（ $ ） 【证 明 】 由 Co】"" ' $
,

&，】"" ， 可 知

&，%Co，

因为Co8平面 0Co，&，;平面 0Co，所



以&，%平面0Co，

又 &，8平面 0&，，平面 0Co4平面

0&，'2，

所以2%&，）

（（）【解】由题知0o'$，o，'（，0C'.
,
，

因为0o(0，，所以0，'槡, ，

过点0作 0"(o，于点 "，连接 C"，如

图所示）

由 4，0o，'
$
（

0，·0o'$
（

o，·0"，得

0"'$
F槡,
（

'槡,
（
，

因为Co(0o，Co(o，，0o，o，8平面

0o，，0o4o，'o，

所以 Co(平面 0o，，因为 0"8平面

0o，，所以Co(0"，

因为Co4o，'o，Co，o，8平面&，oC，

所以0"(平面 &，oC，则$0C"为直线

0C与平面&，oC所成的角，

在 >?，0"C中，C45$0C"'0"
0C

'

槡,
（
.
,

'

槡, ,
$#

，"

所以直线 0C与平面 &，oC所成角的正

弦值为
槡, ,
$#

）

"$）/"【解析】已知 0%'槡
,
（
，0&',

（
，%&'

槡, ，即0%（30&（ '%&（，故$%0&'-#)）设

等边三角形 %&，的中心为 $，连接 $%，

$&，$，，可得$%'$&'$，' 槡,
（C45 @#)

'$，

延长，$交 %&于点 (，则 (为 %&的中

点，$((%&，连接0(，0$，如图所示）



因为平面0%&(平面%&，，平面0%&4平

面%&，'%&，$(8平面 %&，，$((%&，所

以$((平面 0%&）又 0(8平面 0%&，所

以0(($(）易知0('槡,
（
，$('$

（
，所以

0$' 0(（3$(槡
（ '$'$%，则三棱锥 0，

%&，的外接球球心即为，%&，的中心

$，故三棱锥0，%&，的外接球的体积 K'

7，
,
F$, '7，

,
，，" #）

?@56 确定几何体外接球球心的

依据：（$）球心与截面圆圆心的连线

与截面垂直，所以球心在过截面圆圆

心且与截面垂直的直线上；（（）因为

球心到几何体顶点的距离等于半径，

所以球心与棱中点的连线与棱垂直，

球心在几何体的棱的垂直平分线上）

"%）（

IJKL"根据题意，三棱锥

&$，%，(的体积最大时，平面 %&$，(

平面 %，(，取 %，的中点 C，证得

C&$(平面 %，(，再取 %(的中点 $，

证得C&$($C，在>?，&$$C中，求得

$&$ '（，再在 >?，%，(中，得到 $%'

$('$，'（，进而得到 $为三棱锥

&$，%，(外接球的球心，即可求解）

【解析】如图所示，设点 &$ 到平面 %，(

的距离为 C，

因为 K&$，%，(
'$

,
4，%，(· C，且 4，%，( 为

定值，

所以当三棱锥 &$ ，%，(的体积最大时，

只需 C最大，此时平面%&$，(平面%，(）

取%，的中点 C，连接 C&$，因为 %&$ '

&$，'（且$%&$，'-#)，

所以C&$(%，且C&$ '槡（ ，

因为平面 %&$，4平面 %，('%，，且

C&$8平面%&$，，所以C&$(平面%，(，

取%(的中点 $，连接 $C，$&$，$，，因为

$C8平面%，(，所以C&$($C，

因为在梯形 %&，(中，$%&，'$&%('



-#)，%&'&，'$
（
%('（，

所以%，'，('槡（ （ ，则%(（ '%，（3，(（，所

以%，(，(，$C'槡（ ，

在>?，&$$C中，$&$ ' $C（3&$C槡
（ '（，

在>?，%，(中，根据直角三角形斜边上的

中线性质，可得$%'$('$，'
$
（
%('（，

所以$%'$('$，'$&$ '（，即 $为三棱

锥&$，%，(外接球的球心，

设该外接球的半径为5，则5'（）

"(）+'&"【解析】因为 %B(BC，%B(Bo，

BC4Bo'B，BC，Bo8平面BCo，

所以%B(平面BCo，又 Co8平面 BCo，

所以%B(Co，， ，$%；

因为%B，BC，Bo两两垂直，%B'（，BC'

Bo'$，

所以三棱锥 B，%Co的外接球即为其所

在长方体的外接球，如图，

所以该外接球直径 （5' $3$3（槡
（ '槡@ ，

则5'槡@
（
，

所以三棱锥 B，%Co的外接球的体积为

7
, ，5, '7

, ，F槡@
（， )

,

'槡@，，， #&'；

因为C，o，p分别是 &，，，(，Co的中点，

可得%C'%o，%p(Co，Bp(Co，

且%p',槡（
（

，Bp'槡（
（
，Co'槡（ ， 4，BCo'

$
（
BC·Bo'

$
（
F$F$'

$
（
，4，%Co'

$
（
Co·

%p'$
（
F槡（F

,槡（
（

',
（
，

设点 B到平面 %Co的距离为 D，由



KB，%Co'K%，BCo，得
$
,
F,

（
D'

$
,
F$

（
F（，解

得 D'
（
,
，即点 B到平面 %Co的距离为

（
,
，， $$%；

因为%p(Co，Bp(Co，所以$%pB即为

二面角%，Co，B的平面角，

在>?，%Bp中，由%p'槡, （
（

，Bp'槡（
（
，

所以ABC$%pB'Bp
%p

'

槡（
（

槡, （
（

'$
,
，， !$

%），" ，$!）

")）'"【解析】对于"，由 %&'（，$&%('

（，
,
，C为边 &，的中点，得$&'，

, 且

&C'$，易知 %C(C，，%C(&$C，又 C，4

&$C'C，C，，&$C8平面&$C，，故 %C(平

面&$C，）又 %C8平面 %&$C，所以平面

%&$C(平面&$C，，，-$%）

对于#，设py是%&$ 的中点，连接pyC，py

o，又o为 &$(的中点，则 pyo%%(且

pyo'$
（
%(）

又C，'$
（
&，'$

（
%(且 C，%%(，所以

pyo%C，且pyo'C，，即四边形opyC，为

平行四边形，

故 ，o%Cpy，所以 %&$ 与 ，o的夹角为

$%pyC或其补角）若 py为 %&$ 的中点，

由"分析易知$%pyC'（，
,
，故 %&$ 与 ，o

的夹角为
，
,
，，.$%）

对于$，由以上分析知，翻折过程中，当

&$C(平面 %&，(时，K&$，%C(
最大，此时

K&$，%C(
'$

,
·&$C·4，%C('$

,
F$F

$
（

F

槡,F（'
槡,
,
，，/&'）



对于C，由#分析知：Cpy'，o且 Cpy%

，o，故o的轨迹长度与 py的轨迹长度相

同，由"知&$ 的轨迹为以C为圆心，&$C

为半径的半圆，故py的轨迹为以%C中点

为圆心，
&C
（ 为半径的半圆

，所以o的轨迹

长度为
$
（

F（，F&C
（

'，
（
，，T$%），

" $）

"!）+/&"【解析】在，%&，中，由余弦定理

可得 %&（ '，&（ 3，%（ ，（·，&·，%·

ABC，'73$（，（F（F（槡,·ABC，
@

'7，所以

%&'（）

所以，%&，是等腰三角形，腰长为 （，

$%'$，'，
@
，$&'（，

,
）

如图"所示，当 !'$
（ 时

，#为 %&中点，

又"为%，中点，所以"#%&，，

因为&，;平面 %y"#，"#8平面 %y"#，

所以&，%平面%y"#）， ，$%）

图"

如图#所示，过点 %作 %B("#，垂足为

B，连接 %yB， 根据翻折的性质可知

%yB("#，

又%B，%yB8平面%%yB，%B4%yB'B，所

以"#(平面%%yB）

又%%y8平面 %%yB，所以 "#(%%y）， #

$%）

图#

当!',
7 时

，%#'（F
,
7

',
（
）在，%"#

中，由余弦定理可得 "#（ '%"（ 3%#（ ，

（·%"·%#·ABC$#%"',3
-
7
，（F槡,F

,
（
·ABC，

@
',

7
，



因为%#（3"#（ '-
7
3,

7
','%"（，所以

，%"#为直角三角形，

所以线段%"所扫过的曲面是圆锥侧面

的一部分）

在，%#%y中，#%'#%y'
,
（
，%%y'槡

, ,
（

，由

余 弦 定 理 可 得 ABC $%#%y '

#%（3#%y（，%%y（

（·#%·#%y
'

-
7
3-

7
，（E

7

（F
-
7

'， $
（
，又

因为$%#%y0（#，，），所以$%#%y'
（，
,
）

所以线段 %"扫过的曲面面积为
$
,

·

，·#%·"%'，
,

F ,
（

F槡, '槡,，
（

，， $

&'）

如图$所示，因为点 %y在平面 %&，的射

影恰好落在线段 &，上，设为点 C，则

%yC(平面%&，）

设%y"与平面%&，所成的角为$%y"C，

记为#，则C45 #'
%yC
%y"

'%yC

槡,
）

而当"C(&，时，"C有最小值，为槡,·

C45 ，
@

'槡,
（
，

所以%yC' %y"（，"C槡
（ , ,，

,
7槡 ',

（
，

所以 C45 #,

,
（

槡,
'槡,

（
）， !$%），

" ，#!）

图$

4567* pqrs85

"）&

IJKL"取 %&的中点 "，连

接，"并延长交(%的延长线于#，由

条件得 %($ (平面 %$(，，#%$%%($，

所以#%$(平面%$(，，从而可证得平

面%$"，(平面 %$(，，结合题意可得

10"，，即可得解）



【解析】如图，取 %&的中点 "，连接 ，"

并延长交(%的延长线于#，

由&，%%(，可得
&，
%#

'&"
%"

'$，所以 %#'

&，'%(，所以%为#(的中点）

连接 %($，%$"，%$#，由正方体 %&，(，

%$&$，$($ 可得%($(%$(，

又 ，(( 平 面 %(($%$， %($ 8 平 面

%(($%$，所以，((%($，

又%$(4，('(，%$(，，(8平面 %$(，，

所以%($(平面%$(，）

因为 %$($%%(，%$($ '%#，所以四边形

#%($%$ 是平行四边形，

所以#%$%%($，所以#%$(平面%$(，，

因为#%$8平面%$"，，所以平面%$"，(

平面%$(，）

又因为 1为底面 %&，(（含边界）上的动

点，满足平面%$1，(平面%$(，，

所以10"，，即点1的轨迹是线段 "，，

，" !）

$）&"【解析】分别取线段 ，(，，$($，&$，$

的中点 C，o，p，连接 Co，C0，op，p0，如

图所示）

易知Co%，，$，0p%，，$，所以Co%0p，所

以C，o，p，0四点共面，

又因为 &&$%0p，&&$ 8平面 &&$($(，

0p;平面&&$($(，

所以0p%平面&&$($(，

又因为 ($&$%op，($&$8平面 &&$($(，

op;平面&&$($(，

所以op%平面&&$($(，

又因为 op4 0p'p， op， 0p8平面

Cop0，

所以平面Cop0%平面&&$($(）

因为1为四边形 ，，$($(及其内部的动

点，所以当 10Co，即 018平面 Cop0



时，有01%平面&&$($(，

由正方体的性质可知 1C(平面 %&，(，

所以 01 与 平 面 %&，( 所 成 角 即

为$10C，

又因为 ?15$10C'1C
0C

，设正方体的棱长

为 （，则?15$10C'1C

槡（
，

此时 1C0 ［ #， （］，所以 ?15 $10C'

1C

槡（
0［#，槡（ ］，］， !）

%）
（.，
,

IJKL"取 %，中点 "，连接

&"，4"，作 CB(%，于 B，设点 o轨

迹所在平面为 ，，则平面 ，经过点 B

且%，(，，设三棱锥 4，%&，外接球的

球心为 $，，4%，，，&%，的中心分别

为 $$， $（，连接 $$$， $$（， $"，则

$$$(平面 4%，，$$（(平面 &%，，且

$，$$，$（，"四点共面，求出三棱锥

4，%&，的外接球半径及截面圆半径

后可得结论）

【解析】取%，中点"，连接&"，4"，如图

所示）

则%，(&"，%，(4"，&"44"'"，&"，

4"8平面 4"&，

所以%，(平面 4"&，

由题意 4"'&"'槡,
（
%&'（槡, ，又 4&'@，

所 以 由 余 弦 定 理 得， ABC$4"&'

（（槡, ）
（
3（（槡, ）

（
，@（

（F（槡,F（槡,
'，$

（
，



因为$4"&是三角形内角，

所以$4"&'$（#)）

作CB(%，于点B，设点o轨迹所在平面

为，，则平面，经过点B且%，(，，

设三棱锥 4，%&，外接球的球心为 $，

，4%，，，&%，的中心分别为 $$，$（，连

接$$$，$$（，$"，如图，

易知 $$$(平面 4%，，$$（ (平面 &%，，

且$，$$，$（，"四点共面，

易知 ，4%，: ，&%，， 由球的性质知

$$$ '$$（，从而 $$"'$（"，即 $"是

$$$"$（ 的角平分线，

所以$$"$$ '
$
（ $$$"$（ '@#)，$$"'

$
,
4"'槡（ ,

,
，$$$ '槡,$$"'（，

又$$4'
（
,
4"'槡7 ,

,
，

则三棱锥 4 ，%&，外 接 球 半 径 *'

$$（
$3$$4槡

（ ' 槡（ （$
,

，

易知$到平面，的距离 D'"B'$，

故平面 ，截外接球所得截面圆的半径

*$ ' *（，D槡
（ ' （:

,
，槡 $ '槡. ,

,
，

所以截面圆的面积为
（.，
,

，即点o轨迹所

形成图形的面积为
（.，
,

）

，@56 有关线线垂直的动点轨迹

问题往往转化为线面垂直问题，动点

的轨迹一般情况下位于与题干中所

给定直线垂直的平面上）

(）+"【解析】由%0】"" '!%，】"" 3"%C】"" 知，点 0的

轨迹在平面%，C与长方体表面的交线所

围成的图形上，

如图所示，取 &$，$ 的中点 o，连接 Co，

，o，易知Co%%，，

又%C'，o'槡,7 ，所以四边形 Co，%为

等腰梯形，

易知 %，'（Co'7槡（ ，由此可算出其高

C'7槡（ ，



所以等腰梯形 Co，%的面积为
$
（
（ 槡（ （ 3

槡7 （ ）F槡7 （ '（7）!" ，）

)）'"【解析】作出侧面 %&&$%$，&，，$&$ 的

展开图如图"所示，连接 %，$，当 "为

&&$ 的中点时，%"3"，$ 最小，即截面

%"，$ 的周长最小）

图"

如图#所示，延长 ，$"，，&交于点 (，平

面%"，$ 与平面%&，的交线为%(，

当"为&&$ 的中点时，%&'&，'&$，$ '

&('（，在，%，(中，由余弦定理得 %(（ '

（（37（，（F（F7F
$
（

'$（，因为 %(（3%，（ '

，(（，所以%((%，，

图#

因为%%$(平面 %&，，%(8平面 %&，，所

以 %%$ (%(，%%$ 4%，'%，%%$，%，8平

面%，，$%$，

所以 %((平面 %，，$%$，又 %，$ 8平面

%，，$%$，所以%((%，$，

故$，%，$ 即为平面%"，$ 与平面%&，所

成角的平面角， 因为 %，'，，$ '（，

$，$，%'-#)，所以$，%，$ '7.)）!" $）

!）/"【解析】连接%C，%o，分别交%$p，%$B

于点0，1，连接01）

因为点"在线段Co上运动，故%"在平

面%Co内，



又因为%"与平面%$pB交于点#，

故点 #的轨迹在平面 %Co与平面 %$pB

的交线上，即线段01）

因为p，B，o分别为棱 %&，%，，，，$ 的中

点，所以易知，%%$p:，%%$B:，%，o，

所以%$p'%$B'%o'槡
.
（
，$o%，'$%%$B，

因为$%%$B3$%B%$ '-#)，所以$o%，3

$%B%$ '-#)，即%$B(%o，

所以
$
（
·%$B·%1'$

（
·%B·%%$，解得

%1'槡.
.
，所以%1'（

.
%o，

同理，%0'（
.

%C，故 01%Co，且 01'

（
.
Co'（

.
，，" #）

*）/

IJKL"根据直线 %$0与 (，

所成角为
，
@
，得直线%$0与直线%$&$

所成角为
，
@
，动点0的轨迹所围成的

图形是圆锥侧面的四分之一，根据圆

锥的侧面积公式求解即可）

【解析】如图，在正方体 %&，(，%$&$，$($

中，(，%%$&$，直线 %$0与 (，所成角为

，
@
，即直线 %$0与直线 %$&$ 所成角为

，
@
，故动点0的轨迹所围成的图形是高

为槡, ，底面半径为 $，母线长为 （ 的圆锥

侧面的四分之一）

故动点0的轨迹所围成的图形的面积为

$
7
F，F$F（'

，
（
，，" #）



,）/'&

，89:"根据正方体展开后

的平面图可判断 】；过点 0作平面

0po%平面%，&y，即可判断 (；根据点

"的轨迹是圆弧，即可判断C；利用大

招攻略 （.中的延长线法作出正方体

%&，(，%y&y，y(y被平面 %(y0所截的

截面即可判断+）

【解析】将正方体的底面和侧面展开可得

如图"所示的平面图，连接 %0，则 %0'

$@3槡 7- '槡@./槡E, ，! ，&'）

图"

如图#所示，连接%，，&(，&(y，%&y，(，y，

&y，，8 ((y(平面 %&，(， %，8平面

%&，(，9((y(%，，

又 %，(&(，((y4&('(，((y，&(8

平面((y&，9%，(平面 ((y&，8&(y8

平面((y&，9%，(&(y，

同理可得&(y(%&y，又 %，4%&y'%，%，，

%&y8平面%，&y，9&(y(平面%，&y）

过点0作0p%，y(交，(于点 p，过点 p

作po%%，交%(于点o，连接0o，

由%&y%，y(可得 0p%%&y，又 0p;平面

%，&y， %&y8平面 %，&y， 9 0p%平面

%，&y，同理可得 po%平面 %，&y，80p4

po'p，0p，po8平面0po，则平面0po%

平面%，&y）

连接%y(，设平面 0Co交平面 %((y%y于

Co，则"的运动轨迹为线段 Co，由点 0

在棱，，y上，且0，y'$，可得(p'(o'$，

Co%&y，，9Co' ,
7

%y(',槡（ ，! #

$%）

图#



如图$所示，连接0"，若0"'槡（ . ，则 "

在以0为球心， 槡（ .为半径的球面上，过

点0作 01(平面 %((y%y，连接 1"，则

(y1'$，此时1"' 0"（，01槡
（ '（）

9点 "在以 1为圆心，（ 为半径的圆弧

上运动，此时圆心角为
（，
,
）9点 "的运

动轨迹长度为
（，
,
F（'

7，
,
，， $$%）

图$

如图C所示，延长 (，，(y0交于点 B，连

接 %B交 &，于点 I，连接 0I，%0，%(y，

9正方体 %&，(，%y&y，y(y被平面 %(y0

截得的截面为四边形%I0(y）

8，0，BC ，(y(B， 9
0B
(yB

'0，
((y

'

B，
(B

',
7
，

8，I，BC，%(B，9
，I
(%

'B，
(B

'IB
%B

',
7
，

9
0B
(yB

'IB
%B

'0I
%(y

',
7
，90I%%(y，且

0I)%(y，9四边形%I0(y为梯形，

%I'0(y' $@3槡 $ '槡$E ， 9 四边形

%I0(y为 等 腰 梯 形， ， ! $ %），

" #$!）

图C

H5 67
"）+/&"【解析】对于】选项，正方体内切球

的直径为 $ 0，，，FG<H；

对于(选项，如图，正方体内部最大的正

四面体棱长为&%$ '槡（ 0，槡（ 0D$）7 0，

， #FG<H；



对于C选项，圆柱底面直径为 #）#$ 0，可

忽略不计，高为 $）: 0，圆柱可看作长度

为 $）: 0的线段）如图，正方体的体对角

线为 %，$ '槡, 0/$）: 0，， $EFG

<H；

对于+选项，圆柱高为 #）#$ 0，可忽略不

计，底面直径为 $）（ 0，圆柱可看作直径

为 $）（ 0的圆）如图，C，o，p，B，I，L为各

棱的中点，六边形CopBIL为正六边形，其

边长为
槡（
（

0，其内切圆直径 oB'槡,op'

槡@
（

0， 槡@
（， )

（

'@
7
D（$）（） （ '$）77，， !

FG<H）

$）
.
（
"【解析】设铁球的半径为 5（#/5/

7），情形一：两个铁球的球心都在圆柱的

轴上，且两球分别与圆柱的上、下底面相

切，其轴截面如图"，则 75'-，则 5'

-
7
；情形二：两球均分别与圆柱的一个底

面和侧面相切，其轴截面如图#，则

$$C3（5':，

$（C3（5'-，

$$C
（3$（C

（ '$$$
（
（ '75

（，
{ 解得 5'.

（ 或

5'（-
（
（舍去））

由于
-
7
/
.
（
，故5的最大值为

.
（
）

图" 图#



%）/"【解析】设圆柱、圆锥的底面半径为

*，则圆锥的母线长为 *（3（槡, ）槡
（ '

*（3槡 ,）又圆柱与圆锥的侧面积相等，所

以 （，*·槡, '，* *（3槡 , ，解得 *',，所以

圆锥的体积 K'$
, ，F,（ F槡, ',槡,，，，

" #）

(）'"【解析】由已知可得，三条平行线中

的任意一条到另外两条确定的平面的距

离 D'槡
,
（
）如图，连接 &(，，(，则五面体

的体积 K'K三棱锥，，%&(3K四棱锥(，&，oC，其中

K三棱锥，，%&('
$
,
4，%&(·D'

$
,
F$

（
F$F$F

槡,
（

'槡,
$（

，K四棱锥(，&，oC'
$
,
4梯形&，oC·D'

$
,
F

$
（

F（ （ 3, ） F$ F槡,
（

'.槡,
$（

， 9 K'

K三棱锥，，%&(3K四棱锥(，&，oC'
槡,
（
），" $）

BMIm 如图，不妨将该五面体看

作由直三棱柱

%&，，%$&$，$ 截

去四棱锥 ，$ ，

%$&$C( 得 到

的，此时的五面

体 %&，，(Co仍

满足题意）

结合题意可知，在五面体 %&，，(Co

中，%&'&，'%，'$，%('$，&C'（，

，o',，且%(%&C%，o）

9%$('（，&$C'$，

9K%&，，(Co'K%&，，%$&$，$
，K，$，&$C(%$

'4，%&，·，o，
$
,
·4梯形&$C(%$

·槡
,
（

'$
（
F$F$F槡

,
（
F,，

$
,
F（$

3（）F$
（

F槡,
（

'槡,
（
），" $）



)）+'"【解析】对于 】，依题意，圆锥母线

长;'0%'0&'（，0$'0%·ABC@#)'$，

%$'&$'0%·C45 @#)'槡, ，所以底面圆

的半径 *'槡, ，圆锥的体积为
$
, ，·

（槡, ）
（·$'，，故C正确；

对于 (，该圆锥的侧面积为 ，*;'，·

槡,·（'（槡,，，故，错误；

对于C，如图，取%，的中点 "，连接 0"，

$"，则 $"(%，，又因为 0%'0，，所以

0"(%，，故$0"$为二面角 0，%，，$

的平面角，即$0"$'7.)，所以?15 7.)'

0$
$"

' $， 即 $" ' $， 所 以 %， '

（ %$（，$"槡
（ '（ F ,，槡 $ '（槡（ ，故 $

正确；

对于+，由选项 C可知，%，'（槡（ ，0"(

%，，0"' 0%（， $
（
%，， )槡

（

' 7，槡 （ '

槡（ ，所以，0%，的面积为
$
（

0"·%，'

$
（
F槡（F（槡（ '（，故%错误)故选C$）

!）'"【解析】如图，取 ，(的中点为 $，%&

的中点为C，连接0$，$C，0C，因为 0，'

0(，所以0$(，(）因为四边形 %&，(为

正方形，，(的中点为$，%&的中点为 C，

所以$C(，(，%&%，(）又 0$4$C'$，

所以 ，((平面 0$C）因为 0C8平面

0$C，所以 ，((0C，所以 %&(0C，所以

0&'0%）在，0%，中，0，',，$0，%'

7.)，%，' 7（37槡
（ '7槡（ ，由余弦定理得，

0%（ '0，（3%，（ ，（0，·%，·ABC7.)'-3

,（，（F,F7槡（F
槡（
（

'$E，则0%'0&'槡$E）

在，0&，中，由余弦定理得 ABC$0，&'

0，（3&，（，0&（

（0，·&，
' -3$@，$E

（F,F7
' $

,
， 则

C45$0，&' $，ABC（$槡 0，&'（槡（
,

，

所以 4，0&，'
$
（
0，·&，·C45$0，&'$

（
F



,F7F槡
（ （
,

'槡7 （，故选$）

*）+"【解析】由题意，得正三棱台上、下底

面的外接圆的半径分别为
（
,

F槡,
（

F

,槡, ',，
（
,
F槡,

（
F7 槡, '7）设该正三棱

台上、下底面的外接圆的圆心分别为

$$，$（，外接球的半径为 5，球心为 $，则

$$$（ '$，球心 $在直线 $$$（ 上）由于

球心位置不能确定，需分球心在线段

$$$（ 上和不在线段 $$$（ 上两种情况讨

论）当球心在线段 $$$（ 上时，5（ ',（3

$$（
$ '7

（3（$，$$$）
（，解得 $$$ '7D$，不

符合题意；当球心不在线段 $$$（ 上，即

球心在线段 $$$（ 的延长线上时，5（ '

7（3$$（
（ ',

（3（$3$$（）
（，解得 $$（ ',，所

以5（ '（.）综上，球$的表面积为 7，5（ '

$##，，，" ，）

,）'"【解析】由题意知棱台的两底面面积

分别为 $）7F$#: 0（
和 $P:F$#: 0（，高为
，"#$ ;0（ '$#@ 0（

$.E）.，$7:）. '-（0），所以棱台的体积

K' $
,

F（ $）7 F$#: 3$）: F$#: 3

$）7F$#:F$）:F$#槡
: ）F-',F$#:F（$）73

$）: 3#）@F槡E ） ） $P7,E F$#- ） $）7 F

$#-（0,），，" $）

，"#）Î5ÎQ K'
$
,
（4$3

4$4槡 （ 34（ ） C， 4$， 4（ ³Ý]"）Î5

h;Þ[UQ/C ]"）Î5ß

，）'&"【解析】如图，连接 &(交 %，于 $，

连接$C，$o）

设%&'C('（o&'（，则%&'&，'，('%('

（）由C((平面%&，(，o&%C(，得o&(平

面 %&，(，所以 K$ 'KC，%，( ' $
,
4，%，(·



C('$
,

·
$
（
%(·，(·C('$

,
F$

（
F

（F（F（'
7
,
，K（ 'Ko，%&，'$

,
4，%&，·o&'

$
,
·

$
（
%&·&，·o&'$

,
F$

（
F（F（F$'

（
,
）C((平面%&，(，

，à#�ÓáÎQ5，àOÁ`

ß/ââãÚ�-�TU5äå，�

Á`

%，8 平面 %&，(，所以 C(( %，）又

%，(&(，且 C(4&('(，C(，&(8平面

&(Co，所以%，(平面 &(Co）又$o8平

面&(Co，所以 %，($o）易知 &('（槡（ ，

$&'$('槡（ ， $o' $&（3o&槡
（ '槡, ，

$C ' $(（3C(槡
（ ' 槡@ ， Co '

&(（3（C(，o&）槡
（ ' （（槡（）

（
3（（，$）槡

（ '

,，所以Co（ '$C（3$o（，所以 $o($C，而

$C4%，'$，$C，%，8平面 %，C，所以

$o(平面%，C）又%，'%C'，C'（槡（，所以

K, 'Ko，%，C'
$
,
4，%，C·$o'

$
,
·槡

,
7
%，（·

$o'
$
,
F槡,
7
F（（槡（）

（
F槡, '（，所以有 K,)

（K（，K,)K$，K, 'K$ 3K（，（K, ',K$，所以

，( ，##E$%#，( $#!$%，

!， $!）

".）@#"【解析】如图，延长 %&交 (C于点

1，作 &0%，/， 交 4/于 点 0， 连 接

01，41，

延长，&交Co于点 #，连接 4#，作 "#%

5o交 54 于点 "，连接 &"）由题中已知

的线面关系可知，几何体%5o，&"#与几

何体 ，(/，&10均 为 直 三 棱 柱， 且

K%5o，&"#'K，(/，&10，几何体 4，&1C#为正

四棱锥，几何体 4，"#&为三棱锥，且

4"(平面 &"#，几何体 4，&01为三棱

锥，且 40(平面&01）

在，，(/中，过点 /作 /B(，(于点 B，



由 ，/'(/' .
（
， ，('7， 可得 /B'

.
（， )

（

， 7
（， )槡

（

',
（
，94，，(/'

$
（
F7F

,
（

',）

8&，':，9K，(/，&10',F:'（7）

8平面 /，((平面 %&，，/B(，(，/B8

平面/，(，平面/，(4平面%&，'，(，

9/B(平面 %&，，结合题中已知的线面

位置关系可得/B为多面体的高）

又几何体 4，&1C#的底面边长 &1'7，

则 K4，&1C# '$
,

F,
（

F7（ ':）又 4，&"# '

4，%5o'4，，(/'4，&01',，4"'40'，B'（，

9K4，"#&'K4，&01'
$
,
F（F,'（）

9该多面体的体积 K'K%5o，&"#3K，(/，&103

K4，&1C#3K4，"#&3K4，&01'（K，(/，&103K4，&1C#3

（K4，"#&'（F（73:3（F（'@#）

""）槡
@
7
"【解析】8圆台甲、乙的上、下底面半

径 均 相 等， 9
K甲
K乙

'
C甲
C乙

'

［（（*（，*$）］
（，（*（，*$）槡

（

［,（*（，*$）］
（，（*（，*$）槡

（
'槡

,（*（，*$）

（槡（（*（，*$）
'槡@

7
）

"$）
E槡@
@

"【解析】如图，连接%，，&(交于点

$，连接%$，$，&$($ 交于点$$，连接$$$，

过点%$ 作%$B(%，于点B，则$$$ 为正

四棱台%&，(，%$&$，$($ 的高）在等腰梯

形 %$%，，$ 中，%，'槡（ %&'（槡（ ，%$，$ '

槡（%$&$ '槡（ ，则 %$'$
（
%，'槡（ ，%$$$ '

$
（
%$，$ '

槡（
（
，所以 %B'槡（

（
）又 %%$ '槡（ ，

所以%$B'槡@
（
，所以$$$ '%$B'槡@

（
，所以

正四棱台%&，(，%$&$，$($ 的体积为
$
,
F

（$（3（（3 $（F（槡
（ ）F槡

@
（

'E槡@
@

）



BMIm 将正四棱台补形为正四棱

锥0，%&，(，如图，因为 %&'（，%$&$ '

$，所以 %$，&$，，$，($ 分别为 0%，0&，

0，，0(的中点）又%%$ '槡（，所以 0%'

0&'0，'0('槡（ （）过 0作 0$(平面

%&，(，垂足为$，连接$%，易知$为正

方形%&，(的中心，又因为%&'（，所以

$%'槡（，所以0$' 0%（，$%槡
（ '槡@，所

以四棱锥 0，%&，(的体积为
$
,
0$·

4正方形%&，('
$
,
F槡@F7'

槡7 @
,

，同理，四棱

锥0，%$&$，$($ 的体积为
槡@
@
，所以正四

棱台 %&，(，%$&$，$($ 的体积为
槡7 @
,

，

槡@
@
'槡E @

@
）

"%）'"【解析】

选项 分析 正误

】

2与 r 也可能垂直，如

图，2%2y，2y8，，r8，，

2y(r，可知2(r
F

(
垂直于同一条直线的两

平面平行
F

C

82%，，9存在直线2y使

得 2y8 ，， 且 2%2y，

又2(%，92y(%，

9，(%

=

+
若 ，4 % 'r，则当 2与

r重合时，28%
F

，" $）



"(）/&"【解析】对于 】，由正三棱柱的性

质可知，%%$ (平面 %&，，又 %(8平面

%&，，则 %%$ ( %(，假设 %(( %$，，又

%%$4%$，'%$，%%$，%$，8平面 %%$，$，，

所以 %((平面 %%$，$，，矛盾，所以 %(

与%$，不垂直，， ，&'）

对于 (，8%%$ (平面 %&，，&，8平面

%&，，9%%$(&，）又%((&，，%(4%%$ '

%，%(，%%$ 8平面 %%$(，9&，(平面

%%$(，又&$，$%&，，9&$，$(平面 %%$(，

， #$%）

对于 C， %&%%$&$， %&， %$&$ 8 平 面

%&&$%$，%(4平面 %&&$%$ '%(4%&'%，

所以%(与%$&$ 异面，， $&'）

对于 +，8，，$%%%$，%%$ 8平面 %%$(，

，，$;平面 %%$(，9，，$%平面 %%$(，，

!$%），" #!）

")）&"【解析】四棱

锥的底面是边长

为 7 的正方形，且

0%'0&'7，0，'0('（槡（ ，如图，设 %&，

，(的中点分别为C，o，连接Co，0C，0o，

则0C(%&，0o(，(）8Co(，(，0o(

，(，Co40o'o，Co8平面 0Co，0o8平

面0Co，9，((平面 0Co）又 ，(8平面

%&，(，9平面 0Co(平面 %&，(，且平面

0Co4平面 %&，('Co）过点 0作 0$(

Co于点$，则0$8平面0Co，则0$(平

面%&，(）在，0Co中，由题可求得 0C'

（槡, ，0o'（，Co'7，90C（ 30o（ 'Co（，

9$C0o'-#)，根据面积相等可得 0$·

Co'0C·0o，即 70$'（槡, F（，得 0$'

槡,），" !）

"!）（$）【证明】80%(底面 %&，(，%&8底

面%&，(，90%(%&，

又%&(%(，0%4%('%，0%，%(8平面

0%(，9%&(平面0%(）

又%&8平面 0%&，9平面 0%&(平

面0%(）

;<=>"""""80%(平面%&，(，0%8平

面0%&，9平面0%&(平面%&，(）

8平面0%&4平面 %&，('%&，%(8

平面%&，(，%((%&，

9%((平面 0%&，8%(8平面 0%(，

9平面0%&(平面0%(）



"*）（$）【证明】如图，过，作 ，p%Co交 C&

于p，连接 %yp）因为 Co%%(，%&%，(，

$(%&'-#)，所以四边形 %(oC为矩

形，四边形 Co，p为矩形，所以 Co<

%(，Co<，p，所以 ，p<%(，所以 ，p<

%y(y，所以四边形 %y(y，p为平行四

边形）

所以 ，(y%%yp，又 %yp8平面 %y&C，

，(y;平面%y&C，所以，(y%平面%y&C）

因为，o%C&，C&8平面 %y&C，，o;平

面%y&C，所以，o%平面%y&C）

又，(y，，o8平面 ，(yo，，(y4，o'，，

所以平面，(yo%平面%y&C）

因为%y&8平面 %y&C，所以 %y&%平面

，(yo）

",）（$） 【证明】由 &，'（，%('7，点 "为

%(的中点得 &，'("）又 &，%"(，所以

四边 形 &，(" 为 平 行 四 边 形， 则

&"%，(）

又，(8平面，(C，&";平面 ，(C，所以

&"%平面，(C）

（（）【解】如图，连接 o"，因为 Co%%(，

Co'$
（
%(，"是%(的中点，所以四边形

Co"(是平行四边形，所以o"<C(）

因为四边形 %(Co是等腰梯形，所以

，%"o是等腰三角形）

同理，，%"&也是等腰三角形）

取%"的中点 $，连接 $o，$&，则 $o(

%"，$&(%"）又 $&4$o'$，$&，$o8

平面&$o，所以%"(平面&$o）

又%('7，C('槡$# ，%&'（，所以$o',，

$&'槡,）

又o&'（槡, ，所以 $o（ 3$&（ 'o&（，故

$o($&，所以 4，o$&'
,槡,
（

）



在，%&o中，因为%&'（，%o'槡$# ，o&'

槡（ , ，所以由余弦定理得 ABC$%&o'

%&（3o&（，%o（

（%&·o&
'槡,

7
，

所以C45$%&o' $，ABC（$槡 %&o'槡$,
7

，

所以 4，o%&'
$
（
%&·o&·C45$%&o'$

（
F

（F槡（ ,F槡
$,
7

'槡,-
（

）

设"到平面%&o的距离为 C，则 K"，%&o'

$
,
4，o%&· C ' $

,
4，o$&· %"，解得 C '

槡@ $,
$,

，故点 " 到平面 o%&的距离

为
槡@ $,
$,

）

"，）（$） 【证明】8%('. 槡, ，%&':，%C】"" '

（
.
%(】

##

，%o】"" '$
（
%&】"" ，

9%C'（槡, ，%o'7）

在，%Co中，由余弦定理得 Co（ '%o（3

%C（，（%o·%C·ABC%'$@3$（，（F7F（槡,F

槡,
（
'7，则Co'（，

9在，%Co中，Co（3%C（ '%o（，

9Co(%C）

又8，%Co沿Co翻折至，0Co，

9Co(0C）

又8%C40C'C，%C，0C8平面 0C(，

9Co(平面0C(）

又80(8平面0C(，

9Co(0(）

$.）/"【解析】设正三棱台 %&，，%$&$，$ 的

高为 C）8%&'@，%$&$ '（，94，%&，'
$
（
F

@F@FC45 ，
,

'-槡, ，4，%$&$，$
'$

（
F（F（F

C45 ，
,

'槡,）8正三棱台 %&，，%$&$，$ 的

体 积 K ' $
,

（ 4，%&， 3 4，%$&$，$
3

4，%&，·4，%$&$，槡 $
） C ' $

,
F（-槡, 3槡, 3

-槡,F槡槡 , ）C'
$,槡,
,

C'
.（
,
，9C'

7槡,
,

）



如图，设，%&，和

，%$&$，$ 的中心分

别为 $， $$， 连 接

%$$$， $$$， %$， 作

%$((平面 %&，交平面 %&，于点 (，由

几何体%&，，%$&$，$ 为正三棱台可知，点

(在 %$上，且四边形 %$$$$(为矩形，

其中$%$%(即为直线 %$%与平面 %&，

所成的角）由 %&'@，%$&$ '（，可得 $%'

槡（ ,，$$%$ '
槡（ ,
,

，

，"#�<J 8 5�}I~5z

Øæçèq5éêJ槡
,
,
8

9%('$%，$('$%，$$%$ '
7槡,
,

，

9?15$%$%('
%$(
%(

'

7槡,
,

7槡,
,

'$），" #）

$"）'"【解析】如图，设 %&的中点为 $，连

接 ，$，($，则 ，$(%&，($(%&，于是

$，$(即为二面角，，%&，(的平面角）

过点(作(C(平面%&，，则点C一定落

在，$的延长线上，$(，C即直线 ，(与

平面 %&，所成的角）不妨设 %&'（，在

>?，C$(中，($'槡, ，$C$('$:#)，

$.#)',#)，则 (C'槡,
（
，C$',

（
）又 ，$'

$
（
%&'$，所以 C，'.

（
，?15$(，C'(C

C，
'

槡,
. ，另解：在，($，中，根据余弦定理得

，(（ '($（3，$（，（($·，$·ABC$.#)',3

$3, 'E）所以C45$(，C'
(C
，(

'槡,
（槡E

，所以

?15$(，C'槡,
. ) ，，" $）

$$）&"【解析】在长方体 %&，(，%$&$，$($

中，设%&'8，&，'=，，，$ '>）连接 &(，因

为&&$ (平面 %&，(，所以 &$(与平面



%&，(所成的角为$&(&$，即$&(&$ '

,#K，所以?15$&(&$ '
槡,
,

' >

8（3=槡
（
）"

因为(%(平面%%$&$&，所以&$(与平面

%%$&$&所成的角为$%&$(，即$%&$('

,#K，所以?15$%&$('槡,
,

' =

8（3>槡
（
）#

由"#可得 8'槡（='槡（>，， ，E$%）

过点&作线段%&$ 的垂线，垂足为 $，连

接($，由】可知 &&$ '>，%&'槡（>，%&$ '

槡,>，则&$'槡@
,
>，&$$'槡,

,
>，%$' 槡（ ,

,
>，又

%('>，则 ($'槡（$
,

>，所以 ($（ 3&$（ '

&(（，所以&$(($）

又因为 ($4%&$ '$，($，%&$ 8平面

%&$(，所以&$(平面%&$(，即&$(平面

%&$，$(，所以%&与平面%&$，$(所成的角

为$$%&）在>?，%$&中，C45$$%&'

槡@
,
>

槡（>
'

槡,
,
，，#E$%）因为%，' 8（3=槡

（ '槡,>，

，&$ ' =（3>槡
（ '槡（ >，， $E$%）易知

&$( 与 平 面 &&$，$， 所 成 的 角 为

$(&$，，而(，'&$，'槡（>，且 (，(&$，，

所以$(&$，'7.K，， !$%），" !）

U> &$(与平面 %&，(所成角为

$&(&$，&$(与平面 %%$&$&所成角

为$%&$(，则$&(&$ '$%&$(',#K）

设&$('（，则 %('&&$ '$，则 %&$ '

槡, ，从而 %&'槡（ ，则 %&'槡（ %(，%&

与平面 %&$，$(所成的角为$&$%&，

其正弦值为
$

槡,
'槡,

,
，%，'槡 槡, D （ '

，&$，&$(与平面 &&$，$，所成的角

$(&$，的正弦值为
槡（
（
）， ，###$

&'，!$%），" !）



$%）（$）【证明】连接(C，%C，如图）

8o，p分别为线段0(，0C的中点，

9op%(C）

8，%&，与，%(，均为等腰直角三角

形，$&%，'-#K，$%(，'-#K，9%('

(，'，C'%C且$%C，'-#K，

9四边形%(，C为正方形，9(C(%，，又

%&(%，，

又(C，%&，%，8平面%&，(，9(C%%&）

9op%%&，

又op;平面0%&，%&8平面0%&，

9op%平面0%&）

（（）【解】由（$）知，(C%%&，9直线%&与

平面0，(所成的角即为直线 (C与平面

0，(所成的角）

80%'%，，不妨设(，'%('8，则(C'槡（

8，%，'0%'槡（ 8，

94，(，C'
$
（
8（）

9K0，(，C'$
,

·%0· 4，(，C'$
,

F槡（ 8F

$
（
8（ '槡（

@
8,）

80(' %0（3%(槡
（ '槡, 8，(，'8，0，'

0%（3%，槡
（ '（8，

90(（3(，（ '0，（，90(((，，

94，0(，'
$
（
·0(·(，'槡,

（
8（）

设点C到平面0，(的距离为 C，

则 C'
,K0，(，C

4，0(，

'
,F槡

（
@
8,

槡,
（
8（

'槡@
,
8）

设直线(C与平面0，(所成的角为#，

则C45 #'
C
(C

'

槡@
,
8

槡（ 8
'槡,

,
，

9直线 %&与平面 0，(所成角的正弦值

为
槡,
,
）



$(）（ $） 【证明】 由题可知 %$&$ (平面

&，，$&$， Co% %$&$， 所 以 Co( 平

面&，，$&$）

又因为po8平面&，，$&$，所以po(Co）

在>?，p，$o中，p，$ '
$
7
，，$ '$，o，$ '

$
（
&$，$ '（，

所以op' $（3（槡
（ '槡.）

在>?，&&$o中，&&$ '7，&$o'$
（
&$，$ '

（，所以&o' 7（3（槡
（ '（槡.）

在>?，&，p中，&，'7，，p',
7
，，$ ',，

所以&p' 7（3,槡
（ '.）

则&p（ 'op（3&o（ '（.，所以&o(po）

，à#2ëR^Xxyz5P½

ì¬Ô�í，��ì`%íæì`¢í

因为po(Co，po(&o，且&o4Co'o，

!"#îïðj &oñCo'o，ò

ó�``a

&o， Co8 平 面 C&o， 所 以 po( 平

面C&o）

（（）【解】过点o作oB(&C于点B，连接

Bp，如图所示）

因为op(平面 C&o，&C8平面 C&o，所

以op(&C，

又op4oB'o，op，oB8平面 opB，所以

&C(平面opB）

又Bp8平面opB，所以&C(Bp）

所以$oBp即为平面 C&o与平面 C&p

的夹角）

因为 Co( 平面 &，，$&$， &o8 平面

&，，$&$，所以Co(&o，

在>?，&oC中，Co'7，&o'（槡. ，则 &C'

7（3（（槡. ）槡
（ '@，

所以oB'Co·&o
&C

':槡.
@

'7槡.
,

）

因为op(平面 C&o，Bo8平面 C&o，所

以op(Bo，

在>?，poB中，po'槡. ，oB'7槡.
,

，

所以?15$oBp'po
oB

',
7
，

所以ABC$oBp'7
.
，



即平面 C&o与平面 C&p夹角的余弦值

为
7
.
）

$)）（$）【证明】由 &，'$，%&'槡, ，%，'（

可得，

%，（ '%&（3&，（，所以%&(&，）

又0%(底面%&，(，&，8底面%&，(，

所以&，(0%）

又%&40%'%，%&，0%8平面0%&，

，"#2ôõö+TUV5FM

3÷�-

所以&，(平面0%&）

因为0%(底面 %&，(，%(8底面 %&，(，

所以%((0%）

又%((0&，且 0&40%'0，0&，0%8平

面0%&，

所以%((平面0%&，所以%(%&，）

，"#Ô�R4YGTU5F�-

Tø

又&，8平面 0&，，%(;平面 0&，，所以

%(%平面0&，）

（（） 【解】 如图，作

%"( 0(于点 "，

"#( 0，于点 #，

连接%#）

因 为 0%( 平 面

%&，(，(，8平面%&，(，所以0%((，）

又%(((，， 0%4%('%，0%，%(8平面

0%(，所以(，(平面0%(）

因为 %"8平面 0%(，所以 (，(%"）又

%"(0(，(，40('(，(，，0(8平面

0，(，所以%"(平面0，(）

又 0，8平面 0，(，所以 %"(0，）又

"#(0，，"#4%"'"， "#，%"8平面

%"#，所以 0，(平面 %"#）又 %#8平面

%"#，所以0，(%#）所以$"#%为二面角

%，，0，(的平面角，所以C45$"#%'槡
7（
E

）

因为0%'%，'（，所以 #为 0，的中点且



%#'槡（）

在 >?，%"#中，%"'%#·C45$"#%'

槡（F
槡7（
E

' 槡（ （$
E

）

在>?，%0"中，C45$%0"'%"
%0

'

槡（ （$
E
（

'

槡（$
E

，所以ABC$%0"'槡（ E
E

，

所以?15$%0"'槡,
（
，

所以%('0%·?15$%0"'（F槡
,
（

'槡,）

·<=> 如图，作 ((y(%，于点

(y，连接 0(y，因为 0%(底面 %&，(，

(，，((y8底面

%&，(， 所 以

0%( (，， 0%(

((y）又 0%4

%，'% 且 0%，

%，8平面0%，，所以((y(平面0%，，

所以，0，(在平面 0%，上的投影为

，0，(y）设 ，0，( 的 面 积 为 4$，

，0，(y的面积为 4（，由二面角%，，0，(

的正弦值为
槡7（
E 可得

，
4$

4（

'槡E）

设 $(%，'# #0 #， ，
（， )， ) ， 则 有

%('（ABC#，，('（C45 #，，(y'（C45（#）

又%(((，，%(40%'%，%(，0%8平

面0%(，所以 (，(平面 0%(）因为

0(8平面 0%(，所以 (，(0(）因此

4$ '
$
（
· 737ABC（槡 #·（C45 #，又 4（ '

$
（
F（F（C45（ #，代入

4$

4（

'槡E ，解得

C45 #' $
（
，则$(%，'，

@
，故 %('

（ABC，
@

'槡,）

$!）（$）【证明】因为在，%&(和，，&(中，

%('(，，$%(&'$，(&，(&'(&，

所以，%&(:，，&(，所以%&'，&）

又因为C为%，的中点，所以&C(%，）

因为 %('(，，C为 %，的中点，所以

(C(%，）



又&C4(C'C，所以%，(平面&C(）

又因为%，8平面 %，(，所以平面 &C((

平面%，(）

（（）【解】因为C为 %，的中点，所以点 ，

到平面%&(的距离等于点C到平面%&(

的距离的 （倍）

由（$）得 %&'，&，又$%，&'@#)，所以

，%&，为等边三角形）因为 %&'&('（，

所以 %&'，&'%，'（，&C'槡,）因为

%(((，，%('(，，所以，%(，是等腰直

角三角形，所以 %('，('槡（ ，(C'$）因

为(C（3&C（ '&(（，所以(C(&C，

因为(C(%，，(C(&C，%，4&C'C，%，，

&C8平面%&，，所以(C(平面%&，）

因为K(，%C&'KC，%(&，所以
$
,
F$
（
%CF&CF

(C'$
,
F4，%&(F

D
（
，其中 D为点，到平面

%&(的距离）

在，%&(中，%&'&('（，%('槡（ ，所以

4，%&('
槡E
（
，

所以 D' 槡（ （$
E

）

连接Co，因为%，(平面 &C(，Co8平面

&C(，所以 %，(Co）又 %，的值为定值，

所以当Co的长最小时，，%o，的面积最

小，在，&C(中，设 C 为，&C(的边 &(

的高，则由等面积可得
$
（
F（FC'

$
（
F$F

槡, ，即 C'槡
,
（
）所以Co的最小值为槡

,
（
，此

时，o' Co（3C，槡
（ '槡E

（
）

记 ，o与平面 %&(所成的角为 ，，则

C45 ，'
D
，o

' 槡7 ,
E

）

，J 67
"）'"【解析】如图，因为 0%(平面 %&，，

%&，%，8 平面 %&，， 所 以 0%( %&，

0%(%，）

又$&%，'-#)，所以 0%，%&，%，两两垂

直，所以所求“鞠”的体积即为三棱锥 0，

%&，的外接球的体积，也就是分别以%，，

%&，0%为长、宽、高的长方体的外接球的

体积，则该球的直径为长方体的体对角



线0(的长）

因为 0%' 槡（ （ ，%&'%，'（，所以 0('

0%（3%&（3%，槡
（ '7，所以该球的半径为

（，体积为
7，
,
F（, ',（，

,
），" $）

$）$ $（# 0,"【解析】如图，

已知%&'（7，&，'$（，Co':，

过点 o作 o1(%&于点 1，过点 o作

o$(平面 %&，(，垂足为 $，连接 $1，

$&， 因 为 %&8 平 面 %&，(， 所 以

o$(%&，

又因为 o1(%&，o$(%&，o$4o1'o，

o$，o18平面 o$1，所以 %&(平面

o$1，又$18平面o$1，所以$1(%&）

因为四条侧棱长度相等，所以 &1'

（7，:
（

':，$1'$
（
&，'@，

又侧棱与底面所成角均为
，
7
，则 o$'

$&' $1（31&槡
（ ' @（3:槡

（ '$#，即该刍

甍的高为 $# 0，

所以其体积K'
$
@
F（（F（73:）F$（F$#'

$ $（#（0,））

%）@@，"【解析】因为半球台下底面半径

5'.，上底面半径*'7，

所以半球台高度 C' 5（，*槡
（ ',）

由祖暅原理得，半球台的体积等于底面

半径为5、高为 C的圆柱的体积减去底面

半径为 C、高为 C的圆锥的体积，

所以半球台的体积 K'，5（C，
$
, ，C（ ·

C'E.，，-，'@@，）



(） IJKL"（$）"根据三面角余

弦定理的定义，代入计算即可；#作

出二面角%，&(，，的平面角，根据边

角关系求得三棱锥 %，&，(的高为

槡（ ，再利用三棱锥的体积公式结合基

本不等式计算可得最值；

（（）根据定义作出二面角%，$&，，的

平面角#，利用勾股定理及余弦定理

分别列出边角关系的等式，变形计算

即可得证）

（$ ） 【解 】 " 由三面角余弦定理得

ABC7.)'ABC7.)ABC@#)3C45 7.)C45 @#)·

ABC#$，"

即
槡（
（

'槡（
（

F $
（

3槡（
（

F槡,
（

ABC#$，解得

ABC#$ '
槡,
,
）

图"

#如图"，过点 %作

%B(平面&，(，垂足为

B，过点 B作 BC(&(

于点C，连接%C）

因为 &(8平面 &，(，

所以%B(&(，

又 BC4 %B'B， BC，

%B8平面%CB，所以&((平面%CB，

又%C8平面%CB，所以&((%C，

所以$%CB为二面角 %，&(，，的平面

角，即$%CB'#$）

在>?，%&C中，%C'%&FC45 @#)'槡, ，

由"得ABC#$ '
槡,
,
，所以%B'%CFC45 #$ '

%CF $，ABC（#槡 $ '槡（ ，

所以 K%，&，('
$
,
4，&，(F%B'$

,
F $

（
&，F

&(FC45 7.)F槡（ ' $
@

&，F&(,

$
@

&，3&(
（， )

（

',
:
，

当且仅当 &，'&(',
（ 时等号成立

，此时

三棱锥%，&，(的体积取得最大值
,
:
）

（（）【证明】如图#，过点 ，作 ，0($&

于点0，过点0在平面$%&内作$&的垂



线，过点 %作 $&的平行线，交垂线于

点C，

连接%0，%，，，C，则$，0C是二面角 %，

$0，，的平面角#，

图#

则0C(%C，，0(%C，

又0C，，08平面，C0，0C4，0'0，

所以%C(平面，C0，

又，C8平面，C0，所以%C(，C）

在，%$，中，由余弦定理得 %，（ '$%（ 3

$，（，（$%·$，ABC(，

在，，C0中，由余弦定理得 ，C（ '，0（ 3

0C（，（，0·0CABC#，

两式相减得 %，（ ，，C（ '%C（ '$%（ 3$，（ ，

，0（ ，0C（ 3（，0· 0CABC#，（$%·

$，ABC(，

由勾股定理可得 %C（ 30C（ '%0（，$，（ ，

，0（ '$0（，

则 %0（ '$%（3$0（3（，0·0CABC#，（$%·

$，ABC(，

即 （$%·$，ABC('$%（3$0（，%0（3（，0·

0CABC#，"

因为在，%$0中，由余弦定理得$%（3$0（，

%0（ '（$%·$0ABC，，"

即 （$%·$，ABC('（$%·$0ABC，3（，0·

0CABC#，"

两边同时除以 （$%· $，，得 ABC('

$0
$，

ABC，3
，0
$，

F0C
$%

FABC#'ABC，ABC%3

C45 ，C45 %ABC#，

从而得证）

)）
:槡$$

,
"【解析】如图"，任取一点 0在

球$外，过点 0作球的切线 0/，切点为

/，作球的割线0"#，0%&，

由圆中切割线定理可得 0"·0#为定

值，且定值为0/（ '0%·0&'0$（，5（（其

中5为球$的半径））



图"

如图#，任取一点 0在球 $的内部，"#

为过点0的动弦，由圆中相交弦定理可

得0"·0#'5（，0$（（其中 5为球 $的

半径））

图#

在上述两种情况中，我们把%$0（，5（ %定

义为点0关于球$的幂，记为"0（$））

设正三棱锥的侧棱长为 ;，球 $的半径

为5，

图$ 图C

如图$，由题意得，点 (在球 $的内部，

而点，在球$的外部，

故"(（$）'5（，$(（，"，（$）'$，（，5（ '

，，y·，4'
$
（
;（，

又(为%y&y的中点， 设射线 &y%y与球 $

的球面的交点为 /，射线 %y&y与球 $的

球面的交点为 P，作出侧面 4%&的截面

如图C，

则5（，$(（ '/(（，设，4%&的外接圆为圆

$y，连接 $y/，$y%，$y(，则 %%y·%y4 '

%y/·%yP'$y/（，$y%y（ '/(（，$'
$
7
;（，

故5（，$(（ '$3
$
7
;（，又 $，（，$(（ '%&（，

故 $@'$3
,
7
;（，即;（ '（#，;'槡（ . ，

故正三棱锥的高为 （#， 槡7 ,
,， )槡

（

'

77
,槡 ，故体积为

$
,

F槡,
7

F$@F
77
,槡 '

槡: $$
,

）"



，3# ,#-.
"）+"【解析】因为直线 r%平面 %，若，%%，

则 r%，或 r8，，所以存在 r$8，，使得

r%r$，

因为直线 ;(平面 ，，r$8，，所以 ;(r$，

又因为 r%r$，所以;(r；

若直线;(平面，，;(r，则 r%，或 r8，，

若直线 r%平面 %，则不足以说明，%%，

比如让 r和，与 %的交线平行（假设，，%

相交）且 r不在，，%平面内，此时满足直

线 r%平面 %，r%平面，，但不满足，%%）

所以“，%%”是“;(r”的充分不必要条

件）”" ，）

$）&"【解析】由题可知 %y(y'槡（ ，将直观

图还原为原图形如图所示，则 %&'7，

%('（槡（ ，&，'（槡, ，四边形%&，(的周长

为 （373（槡（3（槡, ，四边形 %&，(的面积

为
$
（
F（73（）F（槡（ '@槡（）” !）%）

%）'" 【解析】根据题意作出图形，如图

所示，

因为在底面为正方形的四棱锥 0，%&，(

中，四条侧棱相等，且 0%'%&，所以四棱

锥0，%&，(是正四棱锥且所有的棱都相

等，当沿 0%，0，剪开展成平面时，线段

Co最短，在，0Co中，0C',，0o'@，

$C0o'$（#)，由余弦定理得 Co（ '0C（3

0o（，（0C·0o·ABC$C0o'-3,@，（F,F

@F，$
（， ) '@,，解得 Co',槡E ，所以蚂蚁

爬行的最短距离为 ,槡E）” $）%）

(）+"【解析】根据题意，该组合体的直观



图如图所示，因为半球的半径为 -）. 0，

圆柱的底面半径为 -）. 0，母线长为

$7 0，圆台的两底面半径分别为 -）. 0

和 $ 0，高为 ,$）. 0，所以K半球'$
（
F7

,
F

，F-）., '（，
,
F-）.,）

$ E$7，
,

（0,），K圆柱'，F

-）.（ F$7 ） $ （@#，（0, ）， K圆台 '，
,

F

（-）.（3$（ 3-）.F$）F,$）. '，
,

F,$）.F

（-）.（3$#）.））
, $@@
, ，（0,），所以浮空

艇的体积 K'K半球3K圆柱3K圆台 '$ E$7，
,

3

$ （@#，3, $@@
, ，） - #@7（0,）， ） ，

，%）

)）&"【解析】如图，因为矩形%&，(的面积

等于 7槡, ，且 %&'（，所以 %('（槡,）取

，(的中点 C，连接 $$C，$（C，则 $$C'

（槡,）设圆台的下底面圆的半径为 5，因

为$，$（('@#)，所以，，$（(为等边三

角形）因为5'，('%&'（，且 C为 ，(的

中点，所以$（C'槡,）在>?，$$$（C中，可

得$$$（ ' $$C
（，$（C槡

（ ',，取 $（"的中

点o，连接 &o，可得 &o%$$$（ 且 &o'

$$$（ ',，在>?，&"o中，&o',，"o'$，

可得&"' &o（3"o槡
（ '槡$# ，所以该圆

台的侧面积 4'，（53$）F&"',槡$#，）

） !，%）

!）'"【解析】如图，在平面 %(o内过点 (

作(B(%o，垂足为 B，连接 BN）过点 o

作o0%&，，交%&于点0）



设$o%&'#，在原矩形 %&，(中，连接

%C，%，（图略），可得 %C'槡（ ，%，'槡. ，所

以ABC#0 ，槡（（ ， 槡
（ .
. ) ）

设(o'-，则 $/-/（）因为平面 %&((平

面%&，，平面%&(4平面%&，'%&，(N(

%&，(N8平面%&(，所以(N(平面%&，）

又%o8平面%&，，所以 (N(%o）又因为

(B(%o，(N4(B'(，(N，(B8平面

(NB，所以%o(平面 (NB，又 BN8平面

(NB，所以 %o(BN，即 %B(BN）在 >?

，%(o中，%o' $3-槡
（ ，(B' -（

$3-（槡
）因

为，%(o和，%0o都是直角三角形，

0o'%(，所以>?，%(o:>?，o0%，%0'

(o'-）因为，%B(C，%(o，所以
%B
%(

'

(B
(o

，
%B
$

'

-（

$3-（槡
-

， %B ' $
$3-（槡

， 所

以ABC#'
%B
%N

'%0
%o

，

$
$3-（槡
6

' -

$3-槡
（
，得

-'
$
6
）因为 $/-/（，所以 $/

$
6
/（，所以

$
（
/6/$）， $$%）

CD+, 由线面垂直证明面面垂

直，需要“经过一个平面的垂线”；由

面面垂直证明线面垂直，则需要“一

个平面内有一条直线垂直于交线”，

在解答问题的过程中，要注意使用正

确的符号语言）

*）'"【解析】取 %(的中点 C，连接 0C）因

为0%'0(，所以 0C(%(）又因为平面

0%((平面%&，(，且交线为 %(，0C8平

面0%(，所以0C(平面 %&，(）连接 &(，

%，交于点 $y，则 %&，(的中心为 $y，设



球心为 $，连接 $$y，则 $$y( 平面

%&，(， 于 是 $y& ' $
（
&( ' $

（
F

（（3（ 槡（ , ）槡
（ '（，$$y%0C）设四棱锥 0，

%&，(的外接球半径为 5，其表面积为

7，5（ '（#，，故 5'槡.）连接 $yC，过点 $

作$"%$yC，则四边形 $$yC"为矩形，

故$y$'"C，$"'$yC'$
（
%&'$）连接

$&，$0，在 >?，$$y&和 >?，$"0中，

5（ '$y$（ 3$y&（ '（槡. ）
（
'0"（ 3$"（，

$y&'（，$"'$，所以 $y$'$，0"'（，

"C'$$y'$）当点 $在平面 %&，(的上

方时，如图"，此时四棱锥的高 0C'0"3

"C',，所以四棱锥 0，%&，(的体积为

$
,
F（F 槡（ , F, ' 槡7 ,）当点 $在平面

%&，(的下方时，如图#，连接 "C，此时

四棱锥的高为 0C'0"，"C'$，所以四

棱锥0，%&，(的体积为
$
,
F（F槡（ , F$'

槡7 ,
,

）， $$%）

图" 图#

,）/"【解析】如图，取 0&的中点 #，0"的

中点p，连接%p，#p，%#，则#p%&"，

8(&'$
7
0&，9(是#&的中点，

又8C是%&的中点，

9(C%%#，

9$%#p为异面直线 (C与 &"所成的

角或其补角，

易知0%(0#，0%(0p，

80#'$
（
0&'（，0p'$，

9在 >?，0%#中， %#' 0%（30#槡
（ '

,（3（槡
（ '槡$,）

在 >?，0%p 中， %p' 0%（30p槡
（ '



,（3$槡
（ '槡$#）

在，&0，中，由余弦定理得

ABC $&0， ' 0&（30，（，&，（

（0&·0，
'

7（37（，（（

（F7F7
'E

:
，

在 ，#0p中， 由 余 弦 定 理 得 #p'

（（3$（，（F（F$F
E
:槡 '槡@

（
，

9 在 ，%#p 中， 由 余 弦 定 理 得

ABC$%#p ' %#（3#p（，%p（

（·%#·#p
'

（槡$,）
（3槡@

（， )
（

，（槡$#）
（

（F槡$,F
槡@
（

' 槡, E:
.（

，

9异面直线 (C与 &"所成角的余弦值

为
槡, E:
.（

）， #$%）

，）+/'"【解析】对于】，因为在，&Co中，

高为点&到直线Co的距离，即&&$ 的长

度，为定值，底边Co的长度也为定值，所

以，&Co的面积为定值，， ，$%；

对于(，因为线段 Co在 &$($ 上，&$($%

&(，&((%，，所以 &$($ (%，，即 Co(

%，，， #$%；

对于C，连接%&$，%($（图略），点 %到直

线 Co的距离等于 %到直线 ($&$ 的距

离，由于，%($&$ 为边长为槡（的等边三

角形，

故点 %到直线 ($&$ 的距离为
槡,
（
F槡（ '

槡@
（
，因此点 %到直线 Co的距离为定值

槡@
（
，， $$%；

对于 +，易知在正方体 %&，(，%$&$，$($

中，($((平面 %&，(，又 ($(8平面

($(&&$， 所 以 平 面 ($(&&$ ( 平 面



%&，(，即平面 (C&(平面 &，(，故二面

角C，&(，，的大小为 -#)，， !&'），

" ，#$）

".）/'&"【解析】如图，对于 】，设圆锥的

底面半径为5，高为 C，则5'$
（
%&'@，由

题意知，圆锥的母线长为 $（，故 C '

$（（，@槡
（ '@槡, ，故圆锥体积 K'$

,
F

，5（FC '$
,

F，F,@F@槡, 'E（槡, ，，，

&'；

对于(，当 "为 4%中点时，设 "在底面

上的射影为B，连接"B，#B，则B为$%的

中点，则 B#为线段 "#在底面的射影，

$B',，而$#$B'$（#)，$#'@，在，$B#

中，B#（'$B（3$#（，（$B·$#·ABC$（#)'

-3,@，（F,F@F，$
（， ) '@,，即B#',槡E ，

即线段 "#在圆锥底面上的射影长为

,槡E ，#$%；

对于C，过点#作#/(%&交%&于点/，

作/"$ (4%交 4%于点 "$，连接 "$#，

&#，%#，"/，由于 4$(平面%&#，4$8平

面 4%&，所以平面 4%&(底面 %&#，因为

平面 4%&4底面 %&#'%&，#/8平面

%&#，#/(%&，所以 #/(平面 4%&）又

4%8平面 4%&，所以 #/(4%）又 /"$ (

4%，/"$4#/'/，/"$，#/8平面 #/"$，

所以 4%(平面 #/"$，又 "$#8平面

#/"$，所以 4%("$#，故当点"与"$ 重

合时，"#(4%，$$%；

对于 +，由 C的分析知，#/(平面 4%&，

因为"/8平面 4%&，所以 #/("/，直线

"#与平面 4%&所成角为$#"/，易知

，$&#为等边三角形，#/'@F槡
,
（

',槡, ，



则?15$#"/'
#/
"/

'槡, ,
"/

，当 "/最小，即

"/'
,
7
F槡,

（
F$（'槡

- ,
（ 时

，所求角的正切

值最 大， 最 大 值 为
（
,
， ! ， %）!

" #$!）

""）+/&"【解析】对于 】，如图，连接 &，$，

，$%$，则 &，$ '%$&'%$，$，即，%$&，$ 为

正三角形，又 C，o分别为 &，，，，$ 的中

点，故 Co%&，$，故直线 %$&与 Co所成

的 角 即 为 $%$&，$ 或 其 补 角， 而

$%$&，$ '@#)，故直线 %$&与 Co所成的

角的大小为 @#)，! ，，%；

对于 (，因为 %&%($，$，%&'($，$，所以

四边形 %&，$($ 为平行四边形，所以

%($%&，$，而Co%&，$，所以 Co%%($，又

%($;平面 (Co，Co8平面 (Co，所以

%($%平面(Co，! #，%；

对于C，取Co的中点为 "，连接 ("，显

然 (C'(o， 故 ("( Co， 假设平面

(Co(平面 &，，$&$，而平面 (Co4平面

&，，$&$ 'Co，("8平面 (Co，则 ("(

平面 &，，$&$，又 (，(平面 &，，$&$，则

("%(，，而 ("4(，'(，故矛盾，! $

&'；

对于+，不妨设正方体棱长为 （，点，到平

面(Co的距离为 D，则 K(，，Co'
$
,
4，，oo·

，('$
,
F$

（
F$（F（'

$
,
，而(C'(o'槡. ，

Co'槡（ ，("' .，
$
（槡 ',槡（

（
，则 K，，(Co'

$
,
F$

（
F槡（ F,槡（

（
FD 'K(，，Co'

$
,
，解得

D'
（
,
，设直线，(与平面 (Co所成角为

#，#),#,-#)，则 C45 #'
D
(，

'

（
,
（

'$
,
，!



!，%）

"$）槡
$E
$E

"
E
$#

"【解析】如图，取 %&的中点

"，连接C"，o"）由题意可知，C"(平面

%&，，所以$Co"为直线 Co与平面 %&，

所成角，在 >?，Co" 中， ?15$Co"'

C"
"o

'（
$
（

'7，所以 ABC$Co"' $

7（3$槡
（
'

槡$E
$E

）取%%$，%$，$ 的中点分别为 0，1，

连接 "0，10，1o，"1，可得 0"%%$&，

01%%，$，所以异面直线%$&与%，$ 所成角

的余弦值为%ABC$"01%）在，"01中，

0"'$
（

%$&'$
（

%&（3%%（
槡 $ '槡.

（
，01'

$
（
%，$ '

槡.
（
，"1' "o（31o槡

（ ' $
7
3槡 7 '

槡$E
（

，由 余 弦 定 理 可 得 ABC$"01'

0"（301（，"1（

（0"·01
'

.
7
3.

7
，$E

7

（F槡
.
（
F槡.

（

'， E
$#

，所

以异面直线%$&与%，$ 所成角的余弦值

为
E
$#

）

"%）7槡,"【解析】如图，由题意得$&$%$($ '

@#)，连接 &$($）因为直四棱柱 %&，(，

%$&$，$($ 的棱长均相等，所以，%$&$($

为等边三角形，取 %$($ 的中点 "，连接

&$"，则 &$"( %$($）又 %%$ ( 平 面

%$&$，$($，&$"8平面 %$&$，$($，所以

%%$(&$"，因为 %$($ 4%%$ '%$，%$($，

%%$ 8平面 %$($(%，所以 &$"(平面

%$($(%）设直四棱柱 %&，(，%$&$，$($ 的

棱长为 （2，则 %$"'2，由勾股定理得

&$"' （（2） （，2槡
（ '槡,2，以"为圆心，



*为半径作圆，以&$ 为球心，槡
$,
（ 为半径

的球面与侧面%(($%$ 的交线长为半圆，

故*,2，，*'
$
（ ，，解得 *'

$
（
，设半圆上

一点为 /，连接 &$/，则 &$/'
槡$,
（

，此时

&$"
（3*（ ' 槡$,

（， )
（

，即 ,2（3$
7

'$,
7
，解

得2'$，由于 *'
$
（
/$，故符合题意）此

时&$"'槡, ，该四棱柱的棱长为 （，故该

四棱柱的体积为 %$%·%$($·&$"'（（F

槡, '槡7 ,）

"(）槡
,
（ ，"【解析】如图，依题意画出示意

图， 设 正 六 棱 柱 为 %$&$，$($C$o$ ，

%（&（，（(（C（o（， 其 中 上 底 面

%$&$，$($C$o$ 的中心为 $$，其外接球球

心为$，下底面 %（&（，（(（C（o（ 的中心为

$（， 连 接 $%（）因 为 0$（ '（槡,%&'

（槡,%$（，%0'槡$,）所以在，%0$（ 中，

%0 ' %$（
（30$

（
槡 （ ' %$（

（3$（%$
（

槡 （ '

槡$,%$（ '槡$, ，所以 %$（ '$， 0$（ '

（槡,）设 %（$（ '-， %%（ '$ ，-， 因 为

?15$0%$（ '
0$（

%$（

'（ 槡, ， 所以 %$%（ '

（槡,%%（ '（ 槡, （ $ ，-）， 所 以 $$（ '

$
（
%$%（ '槡, （$，-））设正六棱柱的外接球

半径为 5，在，%（$$（ 中，%（$
（ '%（$

（
（ 3

$$（
（，所以 5（ '-（ 3［槡, （$，-）］

（
'-（ 3

,（$，（-3-（ ）'7-（ ，@-3,'7 -，
,
7， )

（

3

,
7
，当且仅当 -'

,
7 时

，5（
取得最小值，

最小值为
,
7
，此时球$的半径 5'槡,

（
，所



以球$的体积K'
7
, ，5, '槡,

（ ，）

")）（ $） 【证明】由题可知 0%(0C，0C'

(C'$，&C' C，（3&，槡
（ '槡.）因为 %0'

%&，$0%&'，
,
，所以，0%&为等边三角

形，所以0&'（，所以 0&（30C（ '.'&C（，

所以0&(0C）因为 0&40%'0，0&8平

面0%&，0%8平面 0%&，所以 0C(平面

0%&）又0C8平面0&C，所以平面0&C(

平面0%&）

（（）【解】由（$）得 0C(平面 0%&，所以

K0，%&C'KC，0%&，由三角形面积公式得

4，0%&'
$
（
0%F0&FC45 ，

,
'槡, ，故 K0，%&C'

KC，0%&'
$
,
F4，0%&F0C'$

,
F槡,F$'

槡,
,
）由

（$）得0C(0&，0C(0%，0%'0&'（，所

以 4，0%C'4，0&C'
$
（
0&F0C'$

（
F（F$'

$，4，C%&'（，故三棱锥 0，%&C的表面积

4'4，0%C34，0C&34，C%&34，0%&'$3$3（3

槡, '73槡,）

"!） ，JKL"（$）由余弦定理和勾

股定理及逆定理得到 &(( &，，

，&，(为直角三角形，由题目条件得

到 &((平面 &，o，&((&o，，&(o

为直角三角形，结合，，(o，，&，o

为直角三角形，得到结论；（（）由等体

积法进行求解，得到点 ，到平面 &(o

的距离）

（$）【证明】在四边形 %&，(中，%&%，(，

%&(%(，%&'%('（，，('7，

由勾股定理得&(' %(（3%&槡
（ '（槡（ ，且

$%(&'，
7
，

故$，(&'，
（
，，

7
'，

7
）

在，&，(中，由余弦定理得 &，（ '&(（ 3



，(（，（&(·，(ABC$，(&':3$@ ，（F

槡（ （F7F槡
（
（

':，

故&(（3&，（ '，(（，则&((&，，，&，(为

直角三角形）

因为 C%(平面 %&，(，o，%C%，所以

o，(平面%&，(，

因为&(8平面%&，(，所以o，(&(，

因为&，4o，'，，&，，o，8平面 &，o，所

以&((平面&，o，

又因为&o8平面&，o，所以&((&o，

故，&(o为直角三角形）

因为 o，(平面 %&，(，&，，，(8平面

%&，(，所以o，(&，，o，(，(，

所以，，(o，，&，o为直角三角形）

综上，四面体&，，o(为鳖臑）

（（）【解】 4，&，('
$
（
&(·&，'$

（
F槡（ （ F

槡（ （ '7，

因为 o，(平面 %&，(，且 ，o'7，所以

Ko，&，('
$
,
4，&，(·，o'$

,
F7F7'

$@
,
，

由（$）知 &((&o，在 >?，&，o中，由勾

股定理得&o' &，（3，o槡
（ '槡（ @ ，

所以 4，&(o'
$
（
&(·&o'$

（
F槡（ （F槡（ @ '

槡7 , ，

设点 ，到平面 &(o的距离为 D，又

K，，&(o'Ko，&，('
$@
,
，

所以 D'
,K，，&(o

4，&(o

'
,F

$@
,

槡7 ,
'槡7 ,

,
，点 ，到平

面&(o的距离为 槡
7 ,
,

）

"*）（$）【证明】在正方形 %&，(中，因为 C，

o分别是 %&，，(的中点，所以 &C%o(，

且&C'o(，故四边形 &C(o为平行四边

形，所以 &o%C(）又 &o;平面 %(C，

C(8平面%(C，所以&o%平面%(C）

（（）【证明】当，%，(为正三角形时，因

为o是 ，(的中点，所以 %o(，(）在正

方形%&，(中，C，o分别是 %&，，(的中



点，故Co(，(）又%o4Co'o，%o8平面

%Co，Co8平面 %Co，故 ，((平面 %Co）

因为，(8平面 &，(C，所以平面 %Co(

平面&，(C）

（,）【解】如图，在四棱锥 %，&，(C中，过

点%作%$(Co交Co于点$，过点 $作

$p((C交 (C于点 p，连接 %p）在正方

形%&，(中，令 &，'8，则 %C'8
（
，Co'

8）因为，%，(为等边三角形，o为 ，(的

中点，所以 %o'槡,
（

8，从而 %C（ 3%o（ '

Co（，即%C(%o）由（（）知，平面%Co(平

面&，(C，平面 %Co4平面 &，(C'Co，

%$(Co，%$8平面 %Co，故 %$(平面

&，(C，而 (C8平面 &，(C，从而 %$(

(C）又$p((C，%$4$p'$，%$8平面

%$p，$p8平面%$p，

所以(C(平面 %$p，而 %p8平面 %$p，

故 (C(%p，所以$%p$为二面角 %，

(C，，的平面角）在 >?，C%o中，%$'

%C·%o
Co

'

8
（
·槡

,
（
8

8
'槡,

7
8，$C'$

（
%C'

8
7
）在 >?，(Co中， Co( (o， (C'

8（38（

7槡 '槡.
（

8，因为 $p((C，所以

，Cp$C ，Co(，所以
$p
(o

'$C
(C

，于是

$p'$C·(o
(C

'

8
7
·

8
（

槡.
（
8

' 8

槡7 .
，从而在

>?，%$p 中， %p ' %$（3$p槡
（ '

,8（

$@
38（

:#槡 '8

槡.
，

故ABC$%p$'$p
%p

'

8

槡7 .
8

槡.

'$
7
）因此二面角

%，(C，，的余弦值为
$
7
）



",）【证明】（$）如图，取 &，的中点为 N，连

接&$N，#N）因为 #为 %，的中点，所以

N#%%&，N#' $
（
%&）由三棱柱 %&，，

%$&$，$ 可得四边形 %&&$%$ 为平行四边

形，"为%$&$ 的中点，所以 &$"'$
（
%&，

&$"%%&，所以&$"'N#，&$"%N#，所以

四边形 &$"#N是平行四边形，所以

"#%&$N）因为 &$N8 平面 &，，$&$，

"#; 平 面 &，，$&$， 所 以 "#%平

面&，，$&$）

（（）因为侧面 &，，$&$ 为正方形，所以

，&(&&$）而 ，&8平面 &，，$&$，平面

&，，$&$(平面 %&&$%$，平面 &，，$&$ 4

平 面 %&&$%$ '&&$， 故 ，&( 平 面

%&&$%$）因为 &"8平面 %&&$%$，所以

&，(&"）

（,）如图，若选"，连接 %，$，&，$，%，$ '

,槡（）

因为侧面&，，$&$ 为正方形，%&'&，'（，

所以 &，$ ' ，$，
（3&，槡

（ '（槡（ ，则 &，（
$ 3

%&（ ':37'$（)$:'%，（
$，所以 %&与 &，$

不垂直）

假设%&(平面&，，$&$，因为 &，$8平面

&，，$&$，所以 %&(&，$，矛盾，故"不

能选）

若选#，由（$）知四边形 &$"#N是平行

四边形，"#%&$N且 "#'&$N）因为

&"'"#，所以&"'&$N）在三棱柱 %&，，

%$&$，$ 中，侧面 &，，$&$ 为正方形，%&'

&，'（，&，的中点为 N，"为 %$&$ 的中

点，所以 &$"'&N'$， 则 ，&&$":

，&$&N，所以$&&$"'$&$&N'-#)，故

%$&$(&&$，所以 %&(&&$）因为 ，&(平

面%&&$%$，%&8平面%&&$%$，所以 ，&(

%&）因为 ，&4&&$ '&，，&，&&$ 8平面



&，，$&$，所以%&(平面&，，$&$）

若选$，连接 ，&$，%&$，因为 ，&(平面

%&&$%$，所以三棱锥 ，，%&&$ 的体积 K'

$
,
4，%&&$

·&，' $
,

F $
（
%&· &&$ ·

C45$%&&$ ·&，' 7
,
）因为 %&'&&$ '

&，'（，所以 C45$%&&$ '$，$%&&$ '
，
（
，

&&$(%&）因为，&(平面%&&$%$，%&8平

面%&&$%$，所以，&(%&）因为，&4&&$ '

&，，&，&&$8平面 &，，$&$，所以 %&(平

面&，，$&$）

"，）【解】 （ $）在线段 &，上存在点 o，且

&o
o，

'$
（
，使得%o%平面&(B）理由如下：

取&y，的中点"，连接%"，如图"所示）

图"

因为，%&y，是等边三角形，&y，的中点

为"，所以 %"(&y，）因为 (B(&y，，所

以%"%(B）如图#所示，%"%(B，%";

平面&(B，(B8平面 &(B，所以 %"%平

面&(B，且
B"
"，

'$
（
）在线段 &，上取点 o

使
&o
o，

'$
（
，连接"o，o%）

图#

因为
B"
"，

'&o
o，

'$
（
，所以 "o%&B）又因为

&B8平面 &(B，"o;平面 &(B，所以

"o%平面 &(B）又因为 "o4%"'"，



"o，%"8平面 %"o，所以平面 %"o%平

面 &(B）又因为 %o8平面 %"o，所以

%o%平面&(B）所以存在点 o满足题意，

且
&o
o，

'$
（
）

（（）如图$所示，%(与 ，B的延长线交

于点&y，连接&&y，取 &&y的中点 /，连接

/B，/(）

图$

由折叠的性质可得 &('&y(，&B'&yB，

&y0平面 %&(，&y0平面 &，B）因为

(B(&B，(B(，B，&B4，B'B，&B，

，B8平面 &，B，所以 (B(平面 &，B）又

/B8平面&，B，所以(B(/B）因为 /为

&&y的中点，所以 /B(&&y，(/(&&y，所

以$(/B即为半平面 &B，与半平面

&(%所成的二面角的平面角）

由（$）可得(B'槡,
（
，&yB'&B'$

（
，&('

&y('$）因为半平面 &B，与半平面 &(%

所成的二面角的正切值为 槡（ （ ，所以

?15$(/B'(B
/B

'槡（ （ ，所以 /B'槡@
:
，所以

&y/' &yB（，/B槡
（ '槡$#

:
，所以 &y&'

槡$#
7

）设点&到直线 ，B的距离为 C，则

4，&B&y'
$
（

·&&y·/B'$
（

&yB· C，即

$
（
F槡$#

7
F槡@

:
'$

（
F$

（
C，解得 C'槡

$.
:

，

即点&到直线，B的距离为槡
$.
:

）


